Universidade de Sao Paulo
Instituto de Fisica

Estatistica de tempo de espera para uma
cavidade Optica acoplada com um ponto
quantico duplo

Luis Felipe Santos da Silva

Orientador: Prof. Dr. Gabriel Teixeira Landi

Dissertacdo de mestrado apresentada ao Instituto de
Fisica da Universidade de Sdao Paulo, como requisito
parcial para a obten¢do do titulo de Mestre em Cién-
cias.

Banca Examinadora:
Prof. Dr. Gabriel Teixeira Landi - Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

Dr. Pedro Eduardo Harunari - Université de Luxembourg
Prof. Dr. - Raphael Campos Drumond - Universidade Federal de Minas Gerais

Sao Paulo
2023



FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servico de Biblioteca e Informacao
do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

Silva, Luis Felipe Santos da

Estatistica de tempo de espera para uma cavidade Optica acoplada
com um ponto quantico duplo. Sé&o Paulo, 2023.

Dissertacao (Mestrado) - Universidade de Sao Paulo. Instituto de
Fisica. Depto. de Fisica dos Materiais e Mecanica.

Orientador: Prof. Dr. Gabriel Teixeira Landi.
Area de Concentracgéo: Fisica
Unitermos: 1. Informacao quantica.

USP/IF/SBI-067/2023




University of Sdao Paulo
Physics Institute

Waiting time statistics for an optical cavity
coupled with a double quantum dot

Luis Felipe Santos da Silva

Supervisor: Prof. Dr. Gabriel Teixeira Landi

Dissertation submitted to the Physics Institute of the
University of Sdo Paulo in partial fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Science.

Examining Committee:

Prof. Dr. Gabriel Teixeira Landi - Physics Institute of the University of Sdao Paulo
Dr. Pedro Eduardo Harunari - University of Luxembourg

Prof. Dr. Raphael Campos Drumond- University of Minas Gerais

Sao Paulo
2023






“Ela vive, ela existe, e em seu estado mais puro, entre a classe de homens que
denominamos incultos e nos parecem tdo brutos as vezes. E nés somos
instruidos... instruidos para nada!”

— Os Sofrimentos do Jovem Werther, J. W. Goethe
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Resumo

O formalismo de sistemas quanticos abertos tem se tornado cada vez mais popular para
a andlise de problemas fisicos, uma vez que nos permite construir modelos mais realistas
via inclusdo de um ambiente externo que influencie na dindmica de um sistema de inte-
resse. Dentre as infinitas possibilidades, dois modelos que vém sendo efervescentes nos
ultimos anos sdo o ponto quantico duplo e a cavidade 6ptica. O primeiro € visto como um
sistema fermidnico, por permitir a entrada e saida de elétrons, enquanto o segundo tem
natureza bosOnica, por permitir a injecao e a ejecdo de fétons. O acoplamento dessas duas
entidades dd origem a um sistema composto rico em aplicagdes empiricas, muito no que
diz respeito a deteccao de fétons isolados. Tendo isso em vista, esse trabalho buscou intro-
duzir a abordagem da estatistica de tempo de espera para esse tipo de acoplamento, uma
vez que esse tipo de formalismo nos permite extrair explicitamente (e analiticamente)
probabilidades de ocorréncia de certos fendOmenos dissipativos em sistemas quanticos.
Assim, quantidades como a probabilidade de um féton contido em uma cavidade Sptica
vazar ou interagir com o ponto quantico duplo foram calculadas para diferentes cenérios,
0 que nos permitiu analisar sob quais condi¢des podemos esperar certa predominancia de
interacao no modelo. Além disso, a comparacgao entre os diferentes cendrios nos permitiu
inferir uma hierarquia entre as probabilidades de ocorréncia dos possiveis eventos, o que
caracteriza por completo o cendrio em questdo. Tais resultados podem ser vistos como
um préximo passo natural daqueles obtidos anteriormente na literatura, via estatistica de
contagem total.

Palavras chaves: Sistemas Quanticos Abertos; Ponto Quantico Duplo; Cavidade Optica;
Estatistica de Tempo de Espera; Distribuicao de Tempo de Espera.
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Abstract

The formalism of open quantum systems has gained increasing popularity in the analysis
of physical problems, as it allows us to construct more realistic models by incorporating
an external environment that influences the dynamics of the system of interest. Among
the myriad of possibilities, two models that have been particularly prominent in recent
years are the double quantum dot and the optical cavity. The former is regarded as a
fermionic system, permitting the entry and exit of electrons, while the latter exhibits a
bosonic nature, enabling the injection and ejection of photons. The coupling of these two
entities gives rise to a composite system with diverse empirical applications, particularly
in the detection of isolated photons. In light of this, our work aims to introduce the
approach of waiting time statistics to study this type of coupling. This formalism allows
us to extract explicit (and analytical) probabilities of certain dissipative phenomena in
quantum systems. Consequently, we have calculated quantities such as the probability of
a photon contained in an optical cavity leaking or interacting with the double quantum
dot under different scenarios. This analysis enables us to identify conditions that promote
a certain predominance of interaction in the model. Furthermore, by comparing various
scenarios, we infer a hierarchy of occurrence probabilities for the different events, thus
fully characterizing the scenario under investigation. These results represent a natural
progression from the findings previously reported in the literature, which relied on full
countig statistics.

Keywords: Open Quantum Systems; Double Quantum Dot; Optical Cavity; Waiting
Time Statistics; Waiting Time Distribution.
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Introducao

O estabelecimento da Mecanica Quantica como teoria fisica talvez tenha sido a maior
revolugdo cientifica dos ultimos tempos. Nao apenas pelas suas consequéncias racionalis-
tas, no que diz respeito a quebra abrupta na forma que via-se os pilares fundamentais das
leis que regem a dinamica do universo, mas também nas consequéncias materiais que com
ela foram possiveis, transbordando nosso presente século com tecnologias que facilmente
seriam consideradas alienigenas ha algumas décadas atrés.

N3ao obstante, da maneira que foi concebida originalmente, a Mecanica Quantica era
capaz apenas de lidar com sistemas fechados, i.e., aqueles que estdo isolados de qualquer
influéncia externa e, por isso, conservam seu nimero de excitagdes. Sendo assim, no in-
tuito de se expandir a validade da teoria e analisar comportamentos antes impossiveis com
seu formato antigo, deu-se inicio a uma série de investigacdes rompendo a condicdo de
isolamento dos sistemas quanticos. Em particular, nasceu a Teoria de Sistemas Quéanticos
Abertos [1].

Grosso modo, nesse formalismo subdividimos um sistema .S em um sistema A cuja
dindmica € do nosso interesse, € em um outro 3, que atuard como um meio externo para o
primeiro, influenciando em sua evolugdo temporal. Para tal, trocamos o estado p que des-
creve o sistema composto S = A + B, por um estado reduzido p4 = Trpg p que descreve
apenas a dindmica do sistema A, com Trg representando a exclusido do espaco de Hilbert
do sistema B pela operacdo de traco parcial. Com isso, podemos usar a lei dindmica
para o sistema composto S para obter uma equagdo dindmica para p4, de sorte que ela
€ equivalente a dinamica quantica de um sistema em contato com um ambiente. Dentre
outras consequéncias, isso faz com que se torne palpdvel uma andlise termodinamica de
sistemas quanticos, imaginando, por exemplo, que o sistema 53 € um banho térmico. As-

sim, uma das grandes consequéncias do formalismo de sistemas quanticos abertos é dar
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suporte para o nascimento da Termodindmica Quantica, drea que mescla uma teoria ma-
croscopica e indiferente a estrutura interna dos corpos analisados, com uma que descreve
a dinamica dos corpos em seu nivel mais elementar.

Em especial, dentro da ampla gama de aplicagdes desse formalismo, hé dois tipos de
sistemas que vem ganhando cada vez mais aten¢do nos ultimos tempos: o ponto qudntico
duplo [2] e a cavidade de Kerr [3]. O primeiro descreve o acoplamento de dois sistemas
compostos do tipo reservatorio-pogo de potencial, em que os reservatorios atuam como
fornecedores ou despachantes de elétrons para os pocos. No limite adequado, os pogos
podem acomodar apenas um particula por vez dentro da regido de efeito conjunto, o que
permite que esse sistema atue como uma armadilha de elétrons. Em contrapartida, o se-
gundo sistema citado versa sobre uma cavidade eletromagnética imersa em um meio nao
linear' que, quando em contato com um bombeio de fétons externo, prioriza dentro de si
fétons com modos especificos, fazendo com estes tenham uma dindmica regida pela nio
linearidade do meio em que se encontram. Ademais, podemos desligar a nio linearidade
concebida pela cavidade, de modo que o sistema resultante, denominado de cavidade op-
tica, atue apenas como um seletor de fétons com modos especificos de interesse. Este
ultimo, quando acoplado com um ponto quantico duplo, resulta em um sistema especi-
almente interessante, comumente chamado de detector de f6tons, vide que uma das suas
principais aplicabilidades € na deteccdo de um féton isolado [4].

O detector mencionado acima foi amplamente estudado na literatura, em especial com
o uso da estatistica de contagem total [2, 5]. Aqui, visamos introduzir o formalismo de
estatistica de tempo de espera [6, 7] para extrair explicitamente diversas propriedades
desse tipo de acoplamento, como a probabilidade de sucesso e de falha de detectarmos
uma fotocorrente (elétron excitado por um féton) quando inserimos um féton na cavi-
dade 6ptica. Isso se faz possivel pois o formalismo citado da subsidio a descri¢ido de
fendmenos discretos, como uma troca de excitagdes entre um sistema e outro, versando
sobre a probabilidade de ocorréncia dessa troca, o tempo médio de ocorréncia dela, qual
a probabilidade de ela acontecer em detrimento de outras intera¢des, bem como outras

quantidades de interesse fisico.

'Isto é, um meio que concebe uma diferenca de potencial tal que as interacdes das particulas com os
campos elétricos presentes nele sejam descritas por termos de acoplamento ndo lineares nos campos.
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A dissertacdo estd organizada da seguinte forma: No capitulo 1, discutimos aspectos
gerais do formalismo de sistemas quanticos abertos, topicos os quais foram selecionados
com base no que julgamos suficiente para a compreensdo dos nossos resultados. Ademais,
introduzimos o ponto quantico duplos e a cavidade de Kerr; no capitulo 2, derivamos a
equacgao mestra global para o caso de férmions em uma rede, que serd crucial para a nossa
andlise da dindmica de um ponto quantico duplo imerso em uma meio; no capitulo 3, dis-
cutimos o acoplamento entre um ponto quantico duplo e uma cavidade Optica, esta dltima
sendo um caso particular da cavidade de Kerr; no capitulo 4, apresentamos o formalismo
da estatistica de tempo de espera, visando sua aplicabilidade para a andlise sistemas quan-
ticos abertos; no capitulo 5, usamos o formalismo apresentado no capitulo anterior para
analisar as propriedades de um fotodetector para diferentes condi¢des iniciais, sendo este
o enfoque principal desse trabalho; as consideragdes finais sdo feitas na conclusao, capi-

tulo 6. Por fim, a menos que seja dito o contrdrio, consideramos h = kg = 1.



Capitulo 1

Sistemas Quanticos Abertos

No formalismo usual de Mecénica Quéntica [8], um estado |¢)) que descreve um sistema
fisico sempre estd sujeito a condigdo (¥|1)) = 1, i.e., que a probabilidade de inferirmos
a existéncia do sistema em algum ponto seja normalizada a unidade. Disso, segue que
qualquer estado U |¢)) = ‘1/;> oriundo dele por uma evolugdo temporal U deve respeitar a

mesma condic¢do, ou seja,
(3[3) = @IUW9) =1= UV =1 (1.1)

A expressao acima nos diz que toda evolucao feita no sistema deve ser unitdria, de modo
que conserve a normalizacdo dos estados. Consequentemente, sempre podemos associar
a U uma hamiltoniana hermitiana & , de sorte que ficamos limitados a sistemas conserva-
tivos.

O estudo de sistemas ndo conservativos, entdo, parece emergir naturalmente por dois
caminhos distintos: assumir hamiltonianas que ndo sejam hermitianas, assim abdicando
da conservagdo da probabilidade [9], ou abrir m@o da evolugdo unitaria e buscar trans-
formagdes mais gerais que preservem a normalizac@o dos estados [1]. No que tange essa
andlise, escolheremos trilhar o segundo caminho. Para tal, vamos revisitar a estrutura

quantica sob uma nova perspectiva.



Capitulo 1. Sistemas Quanticos Abertos

1.1 Da Matriz Densidade (ou Operador Estatistico)

Essa secdo € baseada nas construcdes presentes em [1, 10].

Tendo em vista que a dindmica unitdria emergiu da condicdo que impomos sobre
os estados |1), é razodvel que, como queremos manter essa restrigio, modifiquemos a
forma que descrevemos nossos sistemas fisicos, i.e., o préprio |¢)). Dessa forma, vamos

introduzir o operador estatistico
p=> piln) (il (12)

em que p; ¢ a probabilidade de medirmos o estado |¢/;). Note que, diferente da sobrepo-

si¢do quantica, os pesos p; advém da nossa ignorancia cldssica, podendo ser introduzidos

de modo organico pela estrutura de p (produto de Kronecker entre o estado e seu dual).
Se agora impormos a condi¢do de normalizacdo sobre todos os estados |¢;), temos

que, tirando o trago de (1.2) na base {|;)}

Tr{p} = Z (v (sz |1i) <¢z|> |thy) = Z (v Zpi |vi) 0ij = ij =1, (1.3)

J

em que usamos a normalizacdo das probabilidades cldssicas no ultimo passo. Com isso,
como o trago independe da base, podemos concluir que impor a conservagao da probabi-
lidade dos estados fisicos € equivalente a impor a restri¢ao (1.3) sobre o trago de p.
Ainda, pela definicio (1.2) é direto ver que p = pi, i.e., o operador estatistico é
hermitiano, de sorte que seus autovalores sdo reais. Ademais, como p € escrito em termos

de estados |1)), segue que para um estado qualquer |¢)
(@lploy = pil(gl))* >0, (1.4)

o que nos diz que p é um operador positivo definido, sendo seus autovalores maiores ou
iguais a zero. Essa constatacdo tem sua carga de sentido: como veremos, os autovalores
de p estdo associados com as probabilidades de obtermos estados fisicos apds alguma
medicao ser feita no sistema.

Além disso, vale citar que o traco de p? nos diz respeito a pureza de um estado. Para
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ver isso, note que se escolhermos trabalhar na base {|)\;)} de autoestados da matriz den-

sidade, temos que

ZZA)\ I Oy Z)\QP\ (1.5)

com {)\;} sendo os autovalores de p, de sorte que

Tr{p’} => N <1, (1.6)

uma vez que

Tr{p}=1=0<\ <1, (1.7)

onde o limite inferior advém do fato da matriz densidade ser positiva definida.

A expressdo (1.6) pode ser usada para diferir estados ditos “puros” dos “impuros”
(ou “mistos”), sendo os primeiros quando existir apenas um autovalor nao nulo e, por
conseguinte, igual a um, enquanto os segundos sio definidos pelos demais valores. Um

estado puro € entdo sempre redutivel a um dnico [¢)) tal que

p=|v) Y, (1.8)

enquanto o estado misto sempre ird conter mais de um estado em sua composicao, ca-
racterizando assim um emaranhamento ou uma mistura classica, esta ultima salientando
nossa ignorancia cldssica que nasce, por exemplo, de limitacdes instrumentais.

Agora, tendo em vista que p carrega tanto as informacdes quanticas, quanto a nossa
ignorancia cldssica sobre um sistema fisico, podemos nos perguntar que tipo de opera-
dores M, preservam seu trago, i.e., que conservam as probabilidades de nossos estados'.

Uma maneira intuitiva de ver que tipo de restricdo esses operadores t€ém que obedecer,

IRepare que isso € diferente de buscarmos o conjunto de operadores U que, quando aplicados em [¢)),
conservam sua norma
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pode ser encontrada notando que 2, como
[0) = My [4) = p — MypMj, (1.9)
entdo

ZTr{MkpM,j} =Ted Y MMy =T{p} =13 MM, =1, (110
k k k
em que usamos a propriedade ciclica do trago na dltima passagem. Repare que a condi¢do
(1.10) ndo nos diz nada acerca dos operadores M}, isolados, mas sim do conjunto M, de-
nominado operadores de Kraus. No caso de k = 1, segue que MlT M, = I e recuperamos
a dindmica unitéria.

Assim, a defini¢do (1.2) ndo somente € compativel com a andlise de sistemas quanti-
cos, como também carrega um cunho mais geral no que tange a descri¢do da dindmica dos
mesmos, pois concebe evolucdes ndo unitdrias que respeita a normalizagao dos estados
fisicos.

Tendo estabelecido uma nova abordagem para o formalismo quantico, podemos revi-
sitar os postulados da Mecanica Quantica sob uma 6tica do operador estatistico, visando

o estudo da dinamica de sistemas quanticos abertos.

1.2 Dos postulados da Mecanica Quantica revisitados

A estrutura formal da teoria quantica pode ser estabelecida partindo de uma série de pos-
tulados que visam fixar, antes de tudo, a natureza fisica das entidades matematicas que
estamos lidando. Se nado fossem por eles, a Mecanica Quantica seria reduzida a uma
teoria algébrica, sem quaisquer ligagdes com a realidade. Sendo assim, vamos postular
quatro regras que irdo definir que tipo de teoria fisica estamos utilizando para abordar as
questdes principais desse trabalho.

Postulado I (dos estados): Todo sistema fisico é completamente descrito por uma

matriz densidade p normalizada (Tr{p} = 1), semi-positiva definida (p > 0) e simétrica

2E importante salientar que essa nio é uma demonstracio geral, uma vez que partimos do pressuposto
de que os M}, sdo iguais para cada |¢;) na defini¢do geral de p. Esse resultado é conhecido como teorema
de Kraus, e sua demonstra¢do completa pode ser encontrada em [11].

7
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(p= pT), que pode ser expressa como
p=>_pilvs)(wil, piel01], (1.11)

em que {|¢;)} sdo vetores pertencentes a um espago de Hilbert 7{, responsaveis por conter
todas as informagdes fisicas do sistema em questao, enquanto p; € a probabilidade de que o
sistema seja descrito por [¢;)3. Assim, esse postulado nos diz que resolver um problema
em Mecanica Quantica € encontrar os estados p que descrevem o sistema que estamos
lidando.

Além disso, repare que, como |¢);) representa um raio em H, vetores que diferem por

uma fase global e? (§ € R) representam o mesmo estado fisico, uma vez que
i) = € ) = p = sz‘eie |0i) (il e™ = p. (1.12)

Essa relacdo nos diz que a dindmica do nosso sistema deve independer da fase escolhida,
de sorte que a dindmica quantica € invariante sob transformacdes de fase.
Vale notar que sistemas compostos podem ser descritos por estados na forma p =

), Aj, em que A; caracteriza a dindmica do subsistema j por intermédio da relagdo

Aj = Trpzi{p}, (1.13)

sendo que o subindice no trago acima representa o trago parcial feito sobre todos os su-
bespacgos k # j.

Ainda, como sempre podemos modificar vetores que vivem em um espaco de Hil-
bert H por intermédio da aplicacdo de um operador O € H, concluimos que qualquer

operacdo feita no sistema, espontanea ou ndo, pode ser descrita na forma
p — OpOr. (1.14)

Em particular, operadores que representem quantidades fisicas mensuraveis sdo chamados

3Lembre-se que p; carrega a nogdo de uma probabilidade cldssica. Assim, mesmo que o estado |t);)
contenha todas as informagdes fisicas do nosso problema, podemos inferir com uma probabilidade p; (j #
i) de que o estado |¢;) é o que o faz.
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de observdveis.

Postulado II (dos observaveis): Todo observavel O € um operador auto-adjunto. Em
particular, para o caso de espacgos de Hilbert de dimensao finita, os observdveis podem ser
descritos como matrizes hermitianas, i.e., O = OF.

E bem conhecido o fato de que operadores hermitianos tém um espectro real. Destarte,
segue que as medigdes feitas em sistemas quanticos estardo associadas com os autovalores
de operadores dessa natureza, bem como a descri¢do dos estados fisicos com seus auto-
vetores. Muitos processos de quantizagdo (e.g., quantizacdo candnica, de Sommerfeld,
etc) partem de quantidades dinamicas classicas (que sdo observaveis nessa teoria) para
moldar operadores hermitianos que funcionem como observdveis na teoria quantica. Esse
postulado € um dos pilares que sustentam esse tipo de metodologia. Entretanto, ainda
precisamos especificar o conceito de medi¢ao dentro dessa estrutura.

Postulado III (das medi¢oes): Qualquer medi¢cdo em um sistema fisico expresso em
termos de uma matriz densidade p pode ser descrita por um conjunto de operadores de
Kraus {}M;}. Ademais, a probabilidade de obtermos o sistema em um estado i é dado por
pi = Tr{MipMiT} e, caso o resultado da medida seja de fato ¢, isso leva o estado p6s

medicao ser
_ MpM{
pi

Pi (1.15)

A expressao acima advém da necessidade do estado conseguente da medida feita ser nor-
malizado.

Em suma, uma medida € assim qualquer operagdo que fazemos em nosso sistema que
esteja dentro de um conjunto de Kraus, cuja probabilidade de obtermos um certo valor
da quantidade que essa operacdo codifica € p;. Note que os operadores projetivos (como
quando escrevemos uma matriz hermitiana em termos do seus autovetores) sao casos
particulares da expressao (1.15), de modo que esta se faz uma definicdo mais geral para o
processo de medida.

Por fim, resta concebermos uma expressao que dite a dindmica dos sistemas quanticos.
Para tal, vale notar que ela tem que estar de acordo com os trés postulados acima, em
especial com as propriedades do operador estatistico e com a simetria por transformacdes

de fase.
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Postulado IV (da dindmica quantica): A evolucdo de um sistema quantico fechado

descrito por um estado p € dada pela equacdo de von Neumann, a saber

em que ¢ é o parametro da nossa teoria (tempo) e H € o observavel de energia do sistema
(hamiltoniano), com o ponto denotando derivadas totais.

Vale ressaltar que a expressdo (1.16) pode ser derivada através de duas premissas
consideradas fisicamente plausiveis: (a) a probabilidade total deve se conservar (i.e., a
evolugdo temporal deve preservar Tr{p} = 1), o que leva a dindmica a ser unitdria
(Iembre-se que para um sistema fechado, s6 existe um operador de Kraus, veja 1.10);
(b) o operador unitidrio U que rege essa equacdo deve respeitar a regra de associacdo
U(ty+t3) = U(t1)U(t2), vide que fisicamente podemos escolher evoluir o sistema de um
ponto qualquer do tempo para outro e depois para um terceiro, ou diretamente do inicial
para esse ultimo, resultando em estados equivalentes. O observdvel de energia aparece
pelo fato dele reger translagdes temporais, como no caso cldssico, e o comutador contém
a informac@o da evolugdo ser unitéria, com U = exp{—iHt}.

Escolhemos postular a dindmica do sistema por duas razdes. A primeira, € que, de um
ponto de vista formal, a “demonstracdo” da expressao (1.16) requer os dois postulados
adicionais citados acima, o que deixaria nossa lista maior do que a apresentada (repare
que essas duas informagdes ja estdo contidas na equagdo dindmica). Segundo, sendo essa
demonstracdo bem conhecida, ndo vimos muita utilidade de acrescenté-la aqui (ver, por
exemplo, [1]).

Apesar dos postulados aqui feitos serem totalmente equivalentes aqueles da Mecanica
Quantica usual [8, 10, 12], descrevendo assim, em principio, uma dindmica fechada e
conservativa (ver quarto postulado), o fato de termos expresso tudo em termos da matriz
densidade fard com que seja possivel vislumbrarmos a generalizacao dessa estrutura para
sistemas abertos, de sorte que ndo precisamos acrescentar nenhuma nova premissa em
nosso formalismo. Por ora, vamos apenas expor a equagdo dindmica que rege sistemas
quanticos abertos e averiguar suas implicacdes na descri¢ao de sistemas fisicos. Uma de-

monstracdo geral para o caso de interacdes locais e um caso particular (rede de férmions)

10
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para interacdes globais estd presente no segundo capitulo desse tratado.

1.3 Da dinamica de sistemas abertos

Em 1976, Goran Lindblad e o trio GKS (Vittorio Gorini, Andrzej Kossakowski e George
Sudarshan) derivaram, de maneira independente, a forma geral que uma equagdo dinamica
markoviana* deve ter para que preserve as propriedades da matriz densidade [13, 14]. A

saber,

. | 1
pt) = =i [H,pl + > vij (LipL} -5 {L}Lj,p}> >0, (L17)
ij

em que { L} sdo operadores quaisquer.

Comparando a expressdo (1.17), comumente chamada de equagdo de Lindblad (ou
equacdo mestra), com a equagao de von Neumann (1.16), vemos que a dindmica ndo uni-
taria estd contida no segundo termo do lado direito, de sorte que sua presenga caracteriza
perdas ou ganhos de excitacdes do sistema para um meio ndo contemplado em p. A soma-
téria indica que diferentes meios ou combinagdes de interagdes podem estar presentes ao
mesmo tempo, com os operadores { L } sendo responsaveis por descrever a natureza des-
ses acoplamentos (os “pulos” do sistema) e as constantes reais 7y;; revelam a intensidade
dela. Por essas razdes, chamamos entidades na forma

1
D(p) = LipL} - 5 {L}Lj,p} (1.18)

de dissipadores, enquanto o conjunto { L} sdo ditos os operadores de pulo do problema.

Ainda, vale ressaltar que se escrevermos a equagao de Lindiblad na forma

p(t) = Lp, (1.19)

com £ sendo um superoperador’ que, quando aplicado em p, resulta no lado direito de

(1.17), podemos escrever uma solu¢do formal para a dindmica quantica de um sistema

“Isto é, cujas quantidades envolvidas em um tempo ¢ nio dependam de seus valores em um tempo
< tvt, 1.
30u seja, um operador linear que atua em outros operadores, ao invés de um vetor.

11
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aberto como sendo

p(t) = exp{Lt}p(0), (1.20)

uma vez que £ nao depende explicitamente do tempo, em geral. Assim, uma das formas
de resolvermos problemas dentro da estrutura de sistemas quanticos abertos é descobrir
como a exponencial de £ atua sobre o estado inicial do nosso sistema. Problemas desse
tipo sdo muitas vezes resolvidos por intermédio de processos de linearizagdo, vetorizagao
e mudancga de referenciais [15].

No que segue, vamos ver dois exemplos de modelagem e andlise de equacdo mestra
para um sistema do tipo bosdnico e outro de natureza fermidnica, estes os quais sdo de

suma importancia neste trabalho.

1.4 Dos sistemas bosonicos e fermionicos

Nos cursos basicos de Mecanica Quantica [10, 12], vemos que um sistema de mais de
uma particula idéntica pode ser descrito apenas por estados simétricos ou antissimétricos
em relagcdo a seus ndmeros quanticos. Assim, existem duas grandes classes de particulas:
as ditas bosoOnicas (simétricas) e as fermionicas (antissimétricas). Essa caracteristica dita
qual tipo de distribui¢do estatistica os sistemas formados por esses tipos de particulas
respeitam e, por consequéncia, quais os valores de spin permitidos para as mesmas®.

De um ponto de vista da quantizac@o candnica, sistemas bosonicos sao caracterizados
T

por operadores de criagdo a,; e aniquila¢do a; que respeitam uma dlgebra na forma

i) g

[ai,aﬂ =0;; e [aT aq = [a;,a;] =0, (1.21)

enquanto sistemas fermionicos sdo expressos em termos de operadores c; e cj» de mesma

natureza, mas cuja algebra é dada por

{ci, c;} =0;; e {cj,c}} = {c;,¢c;} =0. (1.22)

Em ambos os casos, qualquer hamiltoniana que possua apenas termos de interacao de

Para mais detalhes, ver teorema do spin estatistico [16].

12
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ordem quadrada, ou seja, que sdo da forma

H = Z (Oéwdld;f + ﬂl]dldj + Eljdjd;[> + h.C., Oéij)ﬁija €ij € C, (123)
ij
(“h.c.” denota “hermitiano conjugado” e d; = a;, ¢;) pode ser diagonalizada por intermé-

dio de uma transformacao candnica
di%ni(dl,dg,...,dn), (124)

em que {7;} € um novo conjunto de operadores que satisfazem a dlgebra de bésons ou de
férmions. A esse procedimento, damos o nome de transformacdo de Bogoliubov [17].

Além da praticidade de escrevermos hamiltonianos em termos de operadores de cri-
acdo e aniquilacdo, essa abordagem nos permite tirar uma série de conclusdes sobre a
dindmica unitdria e ndo unitdria do sistema. A esta dltima afirmacgdo, esperamos que 0s
exemplos abaixo esclarecam. No tocante a dindmica unitdria, um resultado em especial
vale a pena ser pontuado.

Suponha que a hamiltoniana H do nosso sistema possa ser diagonalizada em termos
.|.

dos operadores bosonicos a; e aj, 1.e.,
H= Zaja;aj, aj € R. (1.25)
J
Logo, usando (1.21), temos que
[H,a;] = Zaj [a},ak} a; = —agay, (1.26)
J

ou seja, ay, €, por conseguinte, az, sdo auto operadores de H. Isso, em conjunto do teorema

de BCH [10], nos diz que

iHt —iHt _

e"age e kg (1.27)

¢ a forma que os operadores a; evoluem unitariamente.

13
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De modo completamente andlogo, supondo agora um hamiltoniano na forma
H = ZﬁjC}Cj, Bj € R, (128)
J

em que ¢ € CL sdo operadores fermidnicos, podemos usar a propriedade
[AB,C| = A{B,C} - {C,A} B (1.29)
valida para quaisquer matrizes A, B e C' de mesma dimensdo, para escrevermos
[H,cx] = Zﬁj [c;cj,ck} =— Zﬁj {ck,c;r-} ¢; = —Prck, (1.30)
J J

que leva @ mesma consequéncia (1.27) do caso bosdnico (com aj — ¢ € a; — [35).

Com isso, vemos que diagonalizar o hamiltoniano em termos de operadores de criacao
e aniquilacdo € equivalente a saber a dindmica unitdria dos mesmos, o que permite extrair
uma série de conclusdes sobre um sistema fisico, em especial analisar a influéncia do
banho de maneira explicita ao comparar com o resultado isolado (que € de facil acesso
nesses casos).

No intuito de deixar clara a aplicabilidade desses tipos de dlgebra na modelagem de
sistemas abertos, bem como apresentar dois modelos fisicos de interesse para essa disser-
tacdo, vamos averiguar uma dupla de exemplos: a cavidade de Kerr (bosonico) e o double

quantum dot (DQD; fermidnico).

1.4.1 Cavidade de Kerr

Por Cavidade de Kerr, entendemos uma regido do espago em que os campos eletromag-
néticos interagem entre si de modo ndo linear, podendo ter acoplamentos do tipo a™(a)™
entre 0s modos bosonicos presentes dentro dela (vide Figura 1.1). Assim, imaginamos
sempre um bombeio de f6tons externos livres que, ao entrar na regido caracterizada pela
cavidade, passam a se comportar de maneira distinta e, por isso, quando detectados nova-
mente fora dessa regido, sao vistos como feixes de particulas distintos, contendo mais ou

menos fétons em sua composicdo do que antes.
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K1
Ay
A, > a, K
A;
K2

Figura 1.1: Cavidade de Kerr para o caso em que d = 3 em (1.31) e n = 2 em (1.32).
Trés tipos diferentes de bombeio sdo feitos simultaneamente, um que contempla um dnico
féton (calibrado por A7), outro que contempla dois fétons (regido por A,) e o que carrega
trés fotons subsequentes (dado por As). A cavidade permite o vazamento de um féton
sozinho ou de dois f6tons simultineos, cuja intensidade de escape é dada por k1 € Ko,
respectivamente. A cavidade concebe fétons descritos por operadores bosonicos a e a’,
além de possuir uma ndo linearidade calibrada pela constante /.

Sendo assim, a hamiltoniana H x que descreve a dinamica unitdria desse sistema pode

ser obtida ao levarmos em conta trés contribui¢des independentes, a saber

Ag

y (aN + h.c.|, (1.31)

Hy = wraTa + KaTaTaa + Z
2 d
sendo o primeiro termo a contribuicdo da cavidade livre, com w, sendo a frequéncia de
ressonancia da cavidade, o segundo termo representando a interagdo dos modos internos
da cavidade, caracterizado pela constante de ndo linearidade de Kerr K, e o terceiro termo
sendo a contribuicao relativa a interagdo do bombeio com a cavidade, onde d caracteriza o
nidmero de fétons sendo bombeados a0 mesmo tempo com intensidade A4 [3]. Repare que
o operador a (a') nos diz quando um modo é aniquilado (criado) no sistema, sendo que a
cavidade e o bombeio possuem a mesma cole¢do de modos. Isto €, toda a interpretacao
fisica da hamiltoniana acima € clara (e passivel de ser montada intuitivamente) devido a
essas entidades.
Vale notar que (1.31) versa sobre um sistema conservativo: todos os modos que sdao
criados na cavidade sdo aniquilados no bombeio e vice-versa. Estando o bombeio fixado
na descricao acima, a energia automaticamente € conservada. Sendo assim, como era de

se esperar, a hamiltoniana Hy ndo descreve a perda de fétons do sistema total apds o
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feixe de fotons passar pela cavidade, de sorte que impossibilita a andlise da modificacao
do mesmo poés interagdo. Para isso, devemos usar dissipadores D[Ly], em conjunto da
equacgdo mestra (1.17), uma vez que eles permitem a perda de excitacdes para o meio.
Sabendo que as desexcitagcdes do sistema siao dadas pelo decréscimo de fétons, toda
problematica se resume em encontrar os operadores de pulo L; que implementam essas
perdas. Entretanto, ja temos essa informacdo pela constru¢cdo do problema: os operadores
de aniquilacdo a fazem esse papel. Assim, se quisermos descrever a perda de n fétons

consecutivos, basta que escolhemos L,, = a". Isto &,

p() = =i | Hicop| + D kaDla"] () (1.32)

em que

D[a"] = a"p(a’)™ — % {(a")"a", p} . (1.33)

Em outras palavras, (1.32) contabiliza, além da evolucdo unitdria do sistema, todas os
possiveis feixes que podem vazar da cavidade, sendo que aquele com n fétons € mais
provavel quanto maior a constante de acoplamento «,,.

Repare que poderiamos ainda simular um meio que estd constantemente bombeando
fotons para o sistema através de um dissipador na forma de Y 7,D[(a")"]. De fato,
variantes dessa forma tém aplicabilidade fisica em supercondutores, bem como solugdes
analiticas que sdo de interesse tedrico [3]. Entretanto, foge do escopo desse trabalho tais
descricdes, de sorte que nosso interesse futuro serd em uma forma ainda mais simplificada
de (1.32), denominada de cavidade dptica. Nela, consideramos a auséncia da ndo linea-
ridade de Kerr, fazendo K = 0, bem como nos restringimos a um feixe monocromaético,

levando Ay = 0 para todo d # 1.

1.4.2 Pontos Quanticos

Nosso objetivo agora € analisar a fisica de dois pocgos de potencial, cada qual acoplado
com um reservatério de elétrons, o chamado ponto quantico duplo (DQD do termo em
inglés double quantum dot). Nao obstante, no intuito de ganharmos alguma intui¢ao so-

bre quais aproximacdes sdo razodveis para esse tipo de problema, vamos dar uma breve
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Figura 1.2: Ponto quantico tnico. O sistema € dado por um terminal metdlico atuando
como reservatdrio de elétrons e~ para o pogo de potencial de energia w. No regime de
Coulomb blockade, apenas um elétron por vez pode ocupar 0 poco w.

olhada no modelo de um tinico pogo restrito a um reservatorio, denominado ponto quén-

tico unico.

Ponto Quantico Unico

Nesse caso, podemos imaginar um poco de potencial conectado a um terminal metélico,
de sorte que existe uma probabilidade ndo nula de um elétron tunelar para dentro do pogo
através do metal e vice-versa (Figura 1.2). Sendo assim, ajustando nosso poco de tal modo
que s6 particulas com energia w podem penetrd-lo, somos capazes descrever esse sistema
por intermédio de operadores fermidnicos de criacao c} e aniquilacdo c¢;, em que j € uma
varidvel bindria, tal que j = + representa um elétron de spin para cima, enquanto j = —

versa sobre um com spin para baixo.

A dindmica unitaria € entdo garantida pela hamiltoniana
Hsgp = w (clc+ + cT_c_) + UcchrcT_c_, (1.34)

sendo que o termo proporcional a w diz respeito ao poco livre, enquanto o ultimo termo
representa a interacao entre os elétrons presentes no sistema, sendo esta majoritariamente
coulombiana (vide que o pogo € atenuado) com intensidade U. Note que ndo precisamos
inserir o termo do terminal metdlico livre, uma vez que ele pode ser visto como um reser-
vatorio de particulas e, assim sendo, sua energia € constante, de sorte que podemos fixad-la

CcOomo Zz€ro.
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Agora, se nosso interesse se voltar apenas a presenga ou auséncia de um elétron no
poco, seus valores de spin podem ser ignorados, pois geram uma diferenca de energia
despreziveis no espectro do problema’. Assim, podemos descrever nosso problema em
termos de um tinico par de operador de criacdo ¢ e de aniquilag¢do c, responsaveis por
retirar ou alocar elétrons de qualquer spin no nosso sistema.

Por fim, podemos considerar que a energia repulsiva entre os elétrons € muito grande,
uma vez que o pogo € atenuado, levando a U >> w. Isso faz com que a probabilidade
de se detectar mais de uma particula dentro do poco seja desprezivel, uma vez que para

U/T na distribuicdo de Boltzmann (T é a

tal devemos levar em conta a contribuicao e~
temperatura do terminal), que serd muito menor do que aquela oriunda de w. Nesse

regime, denominado de Coulomb blockade, podemos assumir que
Hsop = we'e (1.35)
¢ um hamiltoniano adequado para a descri¢do do nosso SQD.

Ponto Quantico Duplo (DQD)

As ideias apresentadas acima sdo facilmente estendiveis para o caso do DQD, que pode
ser visto como o acoplamento de dois SQD?, como elucidado na Figura 1.3.
Ignorando a diferenca de spins entre os elétrons, o hamiltoniano desse sistema pode

ser expresso na forma [2]

Hpgp = chEcR + chTLcL + 2. (CTLCR + CJ]r%CL) —Ugp <chfR + cRcTL> , (1.36)

em que os dois primeiros termos representam a descri¢do livre do po¢o R e do poco L,
respectivamente, o terceiro termo descreve a interacao entre os dois po¢os, com constante

de acoplamento ¢. (c; é, obviamente, o operador de aniquilagdo para o poco J = L, R)

7Ver a discussio sobre niveis de Landau em [10].

8 Aqui, estamos implicitamente considerando que os terminais metalicos de cada quantum dot estio em
equilibrio termodinamico entre si, de modo que nio hd nenhum fluxo de energia entre eles. O caso em que
existe uma diferenca de temperatura e de potencial quimico entre eles é considerado em [18], embora em
para um sistema ligeiramente diferente.
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Figura 1.3: Ponto quantico duplo. Dois pogos de potencial (representados pelos circulos)
acoplados cada um com um reservatério de elétrons e~ e entre si com uma constante de
acoplamento t.. O poco da esquerda concebe elétrons com energia wy,, enquanto o da di-
reita com energia wr. No regime de Coulomb blockade, o estado fundamental e o estado
excitado do sistema descrevem um elétron sobreposto entre os dois pocos. Assim, quando
calibrado da maneira adequada, o reservatério da esquerda € responsdvel por inserir elé-
trons no estado fundamental a uma taxa de tunelamento I'y,, enquanto o reservatério da
direita recebe elétrons no estado excitado a uma taxa I',y. Com isso, o sistema quase
sempre terd um elétron no estado fundamental, de sorte que caso ele passe para o estado
excitado devido a alguma interacao, o reservatorio da esquerda o captura.

e o ultimo termo descreve a repulsdo coulombiana entre os elétrons dos diferentes pogos,
caracterizada pela energia Ugy. Vale enfatizar que, por estarmos considerando o regime
de Coulomb blockade para cada ponto quantico isolado, cada pogo sé pode conceber um
elétron por vez.

No intuito de melhor analisarmos a fisica de Hpgp, vamos decompd-la na base de
Fock {|L),|0),|R),|LR) = |RL)}, em que |L) representa um estado com um elétron
no poco da esquerda, |0) o estado sem nenhum elétron no DQD, |R) aquele com um
elétron no pocgo da direita e | L R) aquele com um elétron no pogo da esquerda e um no da

direita. O estado de |0) caracteriza o vacuo do modelo, de modo que
0y =10), el D) =10) e cs|0)=cs|X)=0, X#J (1.37)
Destarte, € direto ver que

HDQD = Z <§| HDQD |9> |§> <9| =

€0=L,R,0,LR
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= wr|RY(R| +wr, |L) (L] + t. |RY (L] + | L) (R)) (1.38)

¢ o hamiltoniano do sistema na base desejada, em que os termos diagonais |LR) foram
desprezados em prol do regime de Coulomb blockdade na forma Ugry, > wg, 1, vide que
ndo estamos interessados em nenhuma repulsio dessa natureza (i.e., selecionamos escalas
de energia onde a probabilidade de ocorréncia desse fendmeno € baixa, da mesma forma
que antes).

Podemos ainda ajustar os parametros de nosso modelo de tal modo que as energias
dos pocos sejam [4]

WR = —Wwf, = %, € = WR — W, (1.39)

ou seja,

(IR) (R — |L) {L]) + tc (|R) (L] + [L) (R]). (1.40)

DN

Hpgp =

Nesse formato, podemos facilmente vislumbrar uma escolha de uma base que diagonalize
Hpgp, de sorte que podemos analisar o espectro de energia do sistema e quais as carac-
teristicas dos estados que as concebem. Assim, aplicando uma transformacao de bases na

forma

L) -5 & 0.0\ [ lg
R —2e 0 0 e
S I & . Q= a2+ e, (1.41)
10) 0 0 10 0)
ILR) 0 0 0 1) \|LR)

obtemos a forma diagonal da hamiltoniana do DQD como sendo

Q
HDQD = 50'3 (142)

em que
a3 = |e) (e| = |g) {9 (1.43)

¢ uma das matrizes de Pauli.
Podemos ver entdo que dentro do regime adotado, o DQD tem uma propriedade ati-

pica: seu estado fundamental |g) (g| é alcangado quando temos um elétron em uma su-
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perposicdo especifica entre os pocos L e R. Em outras palavras, € mais favordavel para o
sistema ter algum férmion do que nenhum, de sorte que quase sempre teremos um elétron
a nossa disposicao dentro do DQD. Essa propriedade é fundamental para a modelagem de
um detector de fétons, como veremos mais adiante.

Nao obstante, a descri¢do feita acima ainda € unitdria. Isso faz com que a energia do
sistema pocos-reservatorios seja sempre conservada, de sorte que o nimero de particulas
também o €. De um ponto de vista experimental, isso quer dizer que ndo detectariamos
correntes elétricas nas ligas metdlicas oriundas dos pogos de potencial, o que ndo nos
permite “gastar” os elétrons que acumulamos nos pocos em troca de energia. Assim, é
de interesse inserirmos essas perdas em nossa descri¢do por intermédio do formalismo de
sistemas abertos.

Novamente, nosso trabalho se resume em desvendar que tipos de matrizes podem
servir como operadores de pulo para nossa problemdtica. No caso da cavidade de Kerr,
queriamos explicitamente expulsar fétons da cavidade, de modo que inferimos que nossos
operadores de aniquilagdo bosonicos cumpriam bem esse papel. Aqui, estamos interes-
sados na troca energética dos elétrons no poco e na liga de maneira geral e, como vimos
pela diagonalizac¢do da hamiltoniana H pgp, nem sempre perder ou ganhar energia signi-
fica retirar ou acrescentar uma particula no sistema. Diferente disso, vimos que tanto o
estado fundamental |g), quanto o excitado |e) possuem um tnico férmion em sua com-
posicdo. Destarte, devemos buscar operadores que descrevam transi¢des entre os estados
|9), |0) e |e) se quisermos contemplar pulos coerentes com nosso modelo.

Com isso em mente, vamos definir os operadores
sg=10){gl, se=1[0)(e] e or=le)(gl, (1.44)

que cumprem o papel de transitar o estado que estd a direita (bra) para a quantidade a

esquerda (ket), com seus hermitianos conjugados fazendo o contrario. Por exemplo,

sql9) = 10) {glg) = |0}, (1.45)

i.e., 54 (s}) descreve a transicdo do sistema do estado |g) (|0)) para o estado |0) (|g)).

Os operadores acima nos permite definir o dissipador mais geral possivel para 0 nosso
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problema, sendo ele
Dpap = TgoP [s5]+T0,D [s]] +TeoD [sc]+To.D [s1] +7: Do) +9-D [0} |, (1.46)

em que D [L] (p) é dado em (1.18) fazendo i = j = k. Cada dissipador do lado direito da
expressio (1.46) tem uma interpretacio fisica clara’: os dois primeiros versam acerca da
troca de elétrons no estado fundamental entre os pogos e 0s terminais metalicos; o terceiro
e o quarto falam sobre a troca de férmions no estado excitado entre os pocos € o metal;
j4 o quinto e o sexto discorrem a respeito de particulas que continuam dentro dos pogos,
mas perdem ou ganham energia para fonons do terminal vizinho, de sorte que sofrem um
ganho ou uma perda energética. As constantes I'o, I'og, I'co, I'oe, 74 € 7— versam sobre a
taxa em que essas transi¢des ocorrem.

De um ponto de vista empirico, € interessante que a probabilidade de um elétron
tunelar de um metal para o poco no estado fundamental seja apreciavelmente maior do
que a probabilidade dele sair do pogo estando nesse estado, para assim mantermos um
controle sobre os elétrons que entram e saem do nosso sistema. Da mesma forma, é
igualmente satisfatorio que a probabilidade dele vazar do pogo estando no estado excitado
seja significantemente maior do que de um elétron entrar no poco através do metal ja no
estado excitado. Isso, como veremos, faz parte das aproximagdes que levam a um detector
de fétons ideal. Assim, justifica-se as aproximagoes I'o, > I'gg € I'ge < I'¢p. Da mesma
forma, podemos dificultar a troca de energia entre os férmions dos pocos e os fonons
dos metais otimizando a distancia entre os terminais e os po¢os. Dessa forma, evitamos
que nosso sistema sofra mudancas de estados oriundas dessas interacdes, de sorte que
v-,7+ ~ 0. Com essas consideracdes, podemos direcionar nossa andlise a uma equacao

mestra da forma

p(t) = —i[Hpop, pl + TgoD [s4] (p) + TocD [sI] (p). (1.47)

Um ponto interessante que vale ser ressaltado € que, por se tratar de um sistema de

poucos niveis, as quantidades envolvidas na andlise do DQD vivem em espacgos de Hil-

Vale notar que em alguns casos considera-se um dissipador na forma D [03], este referente & diferenga
de potencial entre o meio e o sistema [5, 19]. Ndo obstante, esse tipo de interacdo ndo € de interesse nesse
trabalho.
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bert finitos e tratdveis, de modo que a equacgdo (1.47) e diferentes variacdes dela podem
ser resolvidas analiticamente. Devido a isso, sistemas dessa forma possuem grande im-
portancia tedrica e pratica, principalmente no que diz respeito a suas aplicabilidades em
computacao quantica [2].

Nos capitulos que seguem, veremos como o acoplamento do DQD com uma cavidade
Optica pode gerar um sistema que, dentre outras coisas, atua como um detector de fétons
(i.e., um fotodetector). Assim, as descricdes bosonicas e fermidnicas feitas nessa secao
irdo convergir para o estudo de um mesmo modelo, exaltando assim a riqueza fisica desses

dois sistemas.
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Equacoes Mestras

No capitulo anterior, introduzimos a forma geral de uma equacdo mestra que rege a dina-
mica de sistemas abertos, com o tnico intuito de explorarmos suas propriedades e con-
sequéncias. Ademais, construimos dissipadores por intermédio da nossa intuicdo, sem
nos preocuparmos com possiveis restri¢des que os operadores de pulo podiam ter. Agora,
pelo contrdrio, vamos analisar a constru¢do da evolugdo temporal de sistemas markovi-
anos de modo mais sistemdtico, no intuito de entendermos quais aproximacoes fisicas
estamos levando em conta nesse tipo de abordagem.

Para isso, investigaremos primeiro uma constru¢do geral para a dinamica de um tnico
sistema em contato com um tnico meio. Note que, mesmo nao sendo sempre de interesse,
podemos, em geral, reduzir nossa dindmica a uma do tipo sistema mais ambiente (assim
como podemos reduzi-la a uma unitéria, levando em conta que esses formam um unico
sistema). Em seguida, usaremos esse resultado para investigar a forma de uma equa-
cdo mestra global para um rede de férmions, este sendo fundamental para a descricdo dos
DQDs. Nesse caso, consideramos a dinamica de um sistema composto cujas partes intera-
gem entre si e com meios externos. Em ambos os casos, adotaremos uma abordagem que,
embora em certo nivel seja formal, é mais voltada a fisica do problema, se sustentando
com base em hipéteses plausiveis para com a realidade, destoando bastante da forma que

tais resultados foram obtidos originalmente [13, 14].
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2.1 Da Derivacao da Equacao Mestra

Essa sec@o possui como base o raciocinio apresentado na secao 3.3 de [1].
Considere um sistema S acoplado com um banho B. Podemos dividir o hamiltoniano

H do sistema composto (S + B) como sendo
H=Hs+ Hp + Hj, (2.1)

em que H g p representam os hamiltonianos do sistema e do banho livres, respectivamente,
enquanto /; descreve a interac@o sistema-banho. Assim, pelo nosso quarto postulado, a

dinimica do sistema composto na representacio de Dirac sera!

p(t) = _i[HI(t>7 p(ﬂ]? (2-2)
em que
H](t) — (eiHst ® ez’HBt) H[(O) (efiHSt ® efiHBt> , (23)
logo, t
plt) = p(0) =i [ dELTI(E).pl6)] 2.4

¢ a solugdo formal para a matriz densidade do sistema total (S + B) no referencial de
interacdo. Sendo o operador estatistico que descreve apenas a dindmica do sistema de

interesse dado por ps(t) = Tre{p(t)}, segue que

ps(t) = =i Trp{[H;(t), p(t)]} = —/O d§ Trp {[H (1), [H1(£), p(§)]]} (2.5)

¢ a equagdo dindmica para S, em que usamos a solu¢do formal (2.4) e impomos a condi¢@o
inicial

Trp [Hi(t), p(0)], (2.6)

por simplicidade, o que quer dizer que o sistema e o banho interagem a partir de ¢t = 0.
Da forma exposta acima, a equacao (2.5) ndo se faz muito util, vide que ainda esta-

mos a mercé de encontrarmos a solugdo p(t) para o sistema total. Entdo, no intuito de

'Veja a secio 2.4c de [10].
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extrairmos a evolugdo temporal de pg(t) sob a influéncia de sua interagdo com o meio,
mas que independa da evolugao deste, vamos introduzir uma série aproximagdes relati-
vas a natureza dessas duas entidades, comecando pelas denominadas aproximagoes de

Born-Markov. Sao elas:

1. A presenca do sistema € quase imperceptivel ao banho, de sorte que

p(t) = ps(t) ® ps, (2.7)

1.e., na escala de tempo em que se dd a interagdo, o ambiente permanece pratica-

mente 0 mesmo.

2. A dinamica do sistema € markoviana, ou seja, p ndo depende do passado do sistema.
Isso pode ser alcangado fazendo pg(§) — ps(t), de modo que pg(t) ndo participe
da integral em (2.5), e fazendo as trocas fot — f;",g — (t — &), que excluem a

dependéncia de p na escolha das condig¢des iniciais do problema.

Feitas as consideragdes acima, temos que (2.5) se torna

ps(t) = — / " e Tep{[H ), [Hi(t = €)ps(t) @ pa]]}. 2.8)

Agora, vamos decompor H;(0) como sendo
H;(0) = AB" + BAT, (2.9)

emque A= A®Ize B =1, ® B sio operadores que atuam apenas nos subespagos
do sistema e do banho, respectivamente. Essa decomposi¢c@o evidencia uma nogio de
conservacao entre as excitagdes sistema-banho, uma vez que nos diz que quando algo é
criado no sistema (A"), outra é aniquilada no banho (B), e vice-versa’. Estando nosso
interesse voltado a dinAmica no subespacgo de A, vamos fixar nosso desenvolvimento em

torno desse observavel.

ZVale ressaltar que apesar de (2.9) introduzir essa nocdo de criagdio e aniquilacdo, ela néo precisa ne-
cessariamente descrever esse tipo fendmeno. Por exemplo, podemos escolher A e B hermitianos, de modo
que essa interpretacdo se faz invélida.
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Assim, escolhendo a base {|¢)} de autoestados de Hg, podemos decompor o operador

A na forma

A=) "AWw), AW)=D bu—e (| Al) fe) (€] (2.10)

O delta de Kronecker d,, (/) coloca um vinculo entre as escalas de energia do sistema,
nos dizendo que as transi¢des possiveis dos estados |¢) para os |¢’) custam uma energia

w. Além disso, € claro,

Hg =) ele)(el, 2.11)
donde sai que
[Hs, A(w)] = —wA(w) (2.12)
€, por conseguinte,
[Hs, Al(w)] = wAT(w). (2.13)

Essas relagdes nos dizem que para que A(w) e A (w) sejam capazes de descrever a intera-
cdo entre o sistema e o banho, eles devem ser auto operadores da hamiltoniana do sistema.
Repare que os operadores fermidnicos e bosdnicos estudados na se¢ao 1.4 respeitam essa
condicdo, de sorte que a abordagem que fizemos na construcao dos dissipadores se mos-
tram consistentes. Ademais, como discutimos naquela secdo, desse resultado também
segue que

(St A (w)emiHst — ¢~ A () 214

O () (15)

descrevem a evolugio temporal dos operadores A(w) e Af(w) na representagio de Dirac.

Disso, segue imediatamente que
[Hs, ATA(w)] = A'(w) [Hs, A(w)] + [Hs, AT(w)] A(w) =0, (2.16)

i.e., os observaveis Af(w)A(w) se conservam localmente, independente da forma da ha-

miltoniana do sistemaZ.

3Essa observagdo é importante, pois nos casos bosdnicos e fermidnicos estudados na secio 1.4, consi-
deramos uma hamiltoniana quadrética, de modo que esse resultado nao se mostrava como geral.
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Retomando para a hamiltoniana de interacao, podemos usar (2.3), (2.9), (2.10), (2.14)

e (2.15) para reescrevé-la na forma

H(t)=> (e“'"Al(w)B(t) + e ™' BI(t) A(w)) (2.17)

w

em que

B(t) = e5t Be~ st (2.18)

€ o operador que atua no subespago do banho na representacido de Dirac. Tornando esses

resultados em (2.8), segue que (veja o Apéndice A)

pS) = = S { el (A1) AT(W)ps(t) — AT()ps(t)AT(w)) +

w,w’

+726 T (pg (1) AT(W) AT () — Af(w)ps (1) AT (W) +
+y3e @ (AT (w) A(W)ps(t) — A(w)ps(t) AT (w)) +
e (s (D) AW Al (w) — AT (w)ps(H)A)) + h.c.} , (2.19)

em que definimos

1(w) = /0 h dée s Trg {B(t — &)psB(1)}, (2.20)
(w) = /Ooo dée™* Trp {B(t — §)B(t)ps} , (2.21)
v3(w) = / h e Trg { B (t — &)ppB(t)}, (2.22)
0
€
m(w) = / d¢e™ Trp {ppB'(t — )B(t)} (2.23)
0

como as fungdes de correlagdo do banho. Sendo este ultimo descrito por um estado pp

estaciondrio, i.e., [Hp, pp| = 0, segue que

Trp {psJ(t — OK()} = Trs {psJ (O K(0)} (2.24)
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para quaisquer operadores J e /X que vivem no subespaco de Hp, de modo que as quan-
tidades ;(w) definidas acima independem do tempo.
Além disso, repare que se usarmos a decomposic¢ao (2.9) na condicdo inicial (2.6),

obtemos

Trp { (AB' + BAT) , (ps(0) @ ps)} =

= [A, ps(0)] Tr{B'ps} + [AT, ps(0)] Trz{Bps} = 0,

ou seja,

= Trp{B'pp} = Trz{Bpp} =0, (2.25)

em vez que [A, ps(0)] e [AT, ps(0)] sdo quantidades independentes. Esse resultado reforga
a ideia de que a condicdo (2.6) € uma forma de inibirmos a influéncia da hamiltoniana do
banho livre nas medidas de energia do sistema composto. Mais importante que isso, ele
nos permite assumir que, para os problemas que iremos abordar, v;(w) = vo(w) = 0,
uma vez que nio estamos interessados em casos em que os operadores de aniquilagdo
B(t) dependam do seu histérico, i.e., queremos que B(t) e B(t + ) sejam independentes
entre si. A garantia de que podemos anular ; (w) e 72(w) vem entdo de (2.24), pois os
valores esperados de B(t) e B(0) sdo nulos € independentes*. Assim, apenas os termos

proporcionais a 3 € 74 sobrevivem em (2.19), i.e.,

§(8) = = 3 { (@) (AT(w) AW)ps(t) — A(w)ps (D AT(w)) +

w,w’

Fya(w)eiemet (ps(t)A(w’)AT(w) — AT(w)pS(t)A(w’)) + h.c.} : (2.26)

Apesar dos nossos esfor¢os, a equacgao diferencial acima ainda € dificil de se trabalhar,
muito por conta dos fatores exponenciais dependentes do tempo que aparecem em cada
termo das somatorias. Nao obstante, se invocarmos novamente a insensibilidade do meio
ante ao sistema, podemos considerd-lo como sendo um reservatério termodindmico que
concebe um continuo de energias w, de sorte que as exponenciais oscilem rapidamente,

garantindo assim que todo o termo cujo w # w’ seja igual a zero. Essa tltima aproxi-

“Em outras palavras, (B(t)B(0)) = (B(t))(B(0)) = 0, uma vez que (B(t)) = (B(0)) = 0, pela
condigio (2.25). O mesmo vale para BT ().

29



Capitulo 2. Equacdes Mestras

macao, denominada de aproximagdo secular, pode ser adotada sempre que o tempo de
relaxamento do sistema (dado pelo inverso de |w — w'|) for grande quando comparado ao
tempo de relaxamento do sistema composto (S + B). Com ela, (2.26) agora corresponde

a

ps(t) = =Y {1(w) (AT(w) A@)ps(t) — Aw)ps(t)AT(w)) +

w

+y1(w) (ps(t)A(w)AT — AT(w)ps(t)AT(w)) + h.c.}. (2.27)

A expressdo acima carrega toda a informacdo que queremos sobre a dinamica de pg,
porém a forma em que ali estd expressada ndo deixa isso muito claro. Sendo assim,
vamos decompor AT(w)A(w)ps(t) e ps(t)A(w)AT(w) em uma parte simétrica e outra

antissimétrica, a saber

A A@)ps(1) = 5 {AT@)AW), ps 0} + 5 [AT @AW ps)] 228

ps(DAW)A () = 3 {ps(0), A@)A @)} + 3 [ps(1), A)A'W)],  229)

0 que nos permite escrever

ps(t) =
= 5 { B2 e, ) + T2 Lt ) +
+ 2B prapsto) + M paise) | @20

sendo D[] um superoperador tal que quando aplicado em um estado p resulta em
1
DI[L)(p) = LpL' — 3 {L'L, p}. (2.31)
Por fim, escrevendo

T3(w) =74 (W) +irp(w) e (W) =7 (W) +id(w), (2.32)
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com Y4 (w), 7-(w), A4 (w), A_(w) € R, temos que
ps(t) = —i[Hus, ps() + 3 {7 ) DIAW)ps(t) + 1 (DA W)ps()} 2.33)

¢ a equacdo dindmica para o sistema S em contato com o banho B, cuja evoluc¢io unitaria

¢ dada pela hamiltoniana (renormalizada) local

His=> {A(w)AT(w)Aw) + A_(w)A(w)AT(w) }, (2.34)

w

enquanto a influéncia do ambiente (dissipacdo) é contabilizada pelos superoperadores
DIL].

Vale ressaltar que a propriedade dos operadores A'(w)A(w) se conservarem local-
mente (eq. 2.16) implica que Hg e Hy g sdo operadores compativeis. De fato, o espectro
de Hygs € equivalente ao de Hg a menos de desvios proporcionais ¢ Ay, denominados
Lamb shift. Isso pode ser visto de modo mais lidico na representa¢do de Schrodinger,
em que a hamiltoniana total do sistema é dada por (Hg + Hps), 0 que ressalta o fato de
que o espectro do sistema é o de Hg em adicdo ao de H;g. Para os casos de interesse
desse trabalho, tal desvio se faz desprezivel, de modo que, doravante, desprezaremos a
influéncia de H g frente a de Hg, como de costume na literatura.

A equacao dindmica (2.33) foi obtida sob uma série de premissas, sendo as principais
delas resumidas em: (I) estamos interessados em um tnico sistema em contato com um
tnico banho; (II) o banho pode ser considerado um reservatério termodinamico para o
sistema, de sorte que representa um estado estaciondrio; (III) a evolucdo do sistema é
markoviana e; (IV) a hamiltoniana de interagdo é conservativa (eq. 2.9). Essa tultima
aproximacdo € a responsavel por ndo termos os termos mistos presentes no dissipador
de Lindblad geral (1.18), uma vez que eles carregam termos ndo conservativos (e.g., o
sistema e o banho perderem excitagdes ao mesmo tempo). Poderiamos abrir mao dessa

aproximacao e definirmos uma hamiltoniana de interacdo geral na forma
Hi(0)=> A, ® Bg (2.35)
a?ﬁ

que, em conjunto das demais suposi¢oes, levariam a (1.18). Entretanto, como nosso in-
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teresse nesse trabalho estard voltado a sistemas e banhos que interagem por intermédio
de (2.9), optamos por simplificar nossas contas fazendo essa escolha mais simples. As
afirmacdes (II) e (IIT) s@o razodveis do ponto de vista fisico, principalmente em Termodi-
namica Quantica, na qual geralmente o banho € descrito por um sistema cldssico. Enfim,
a premissa (I) € possivelmente a que mais parega limitar nossas possibilidades de estudo,
uma vez que fixa nossa andlise apenas para sistemas singulares em contato com um unico
banho. Ndo obstante, veremos a seguir que esse nao € necessariamente 0 caso, uma vez
que podemos sempre usar a equacdo mestra (2.33) para alcangcar uma descri¢ao de siste-

mas fisicos mais robustos.

2.2 Da Equac¢ao Mestra Global para uma Rede de Fér-
mions

Considere um sistema composto por n sistemas 5,, menores € m banhos B,,. Uma pri-
meira abordagem 6bvia para elaborarmos uma equacdo mestra que descreva a dindmica
do estado p, de > Sy, € a de dividirmos nosso sistema composto em nm-uplas na forma
{(S, + B.n)}, de modo que cada elemento desse conjunto nos garanta um estado p>r, que
respeite a evolucdo temporal (2.33). Assim, tratando cada uma dessas dinamicas como
independentes, basta que somemos cada uma de suas contribuicdes para alcancarmos uma
equacgao que englobe o sistema total. Nao obstante, esse método € valido apenas se for
possivel desprezarmos a interacdo dos subsistemas entre si, sendo uma boa abordagem
apenas em um regime de acoplamento fraco entre as entidades S,,. De fato, essa ainda é
uma abordagem local.

Tendo isso em mente, no intuito de entendermos melhor como uma equacio mestra
puramente global pode ser construida com base em (2.33), vamos averiguar um sistema
particular, mas extremamente util: uma rede de N férmions conectados em linha, na
qual a primeira particula estd conectada com um reservatorio térmico e de particulas de
temperatura 7 e potencial quimico p;, enquanto o N-ésimo estd plugado em outro de

temperatura Ty e potencial quimico py (Figura 2.1)°.

SEmbora nosso trabalho gire em torno de um sistema bosonico e um fermidnico acoplados, estamos
dando enfoque a uma rede de férmions nessa se¢do. Isso porque o resultado que iremos derivar ja € conhe-
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Figura 2.1: Rede de férmions. N férmions acoplados em cadeia. O primeiro férmion
estd acoplado com um reservatério térmico e de particulas de temperatura 7 e poten-
cial quimico x1, enquanto o N-ésimo estd acoplado com um reservatério de temperatura
Ty e potencial quimico py. Os demais férmions interagem apenas com seus primeiros
vizinhos, com intensidade g. Todos eles possuem a mesma energia €.

Desprezando interacdes de natureza elétrica entre particulas de diferentes sitios, a rede

de férmions pode ser descrita pela hamiltoniana de primeiros vizinhos

=z

-1

N
Hg=c¢ Z chn — g (clcnﬂ + CILch) , (2.36)
n=1 1

3
Il

em que o primeiro termo representa as contribuicdes de energia de cada sitio livre, en-
quanto o segundo descreve o tunelamento de férmions entre os diferentes sitios. Ade-
mais, como estamos lidando com entidades fermionicas, vale a dlgebra (1.22) para os
operadores ¢, € c].

No tocante aos banhos, temos que
Hpn = bl bin (2.37)
!

garante suas dinimicas livres, sendo b, ,, 0 [-ésimo operador de Fermi do banho n, {{;} o

cido para uma rede de bésons [17], de sorte que iremos reaproveitar estes resultados e, com um raciocinio
similar ao apresentado na referéncia citada, vamos lidar apenas com uma rede fermionica.
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espectro de energias permitidas pelos banhos e n = 1, IV representando, respectivamente,
o banho da esquerda e o da direita. Esse tipo de hamiltoniano caracteriza uma vasta gama
de reservatdrios, uma vez que € mapeavel a quaisquer sistemas que podem ser descritos
por hamiltonianos quadréticos.

Por dltimo, devemos levar em conta as hamiltonianas H;, que descrevem as inte-
racdes sistema-banho. Como apenas o primeiro e 0 N-ésimo sitios sofrem a influéncia

direta dos reservatdrios, segue que
Hip =3 0 (b,{ncn + c;bl,n) . n=1,N, (2.38)
!

¢ uma descri¢do do acoplamento entre o sistema e o ambiente que preserva excitagcdes,
com 6 ,, sendo as constantes que caracterizam a intensidade da intera¢do para cada modo
[ do banho n. Uma vez que a energia ¢ uma quantidade aditiva, segue que a hamiltoniana

total do sistema composto (S + B) é garantida por
Hr=Hs+ Hp) +Hpy+ Hpy+ Hpy. (2.39)

Agora, da construgdo feita na se¢do anterior, sabemos que a dindmica da rede de
férmions pode ser separada em duas partes: na evolug@o unitdria, dada por i[pg, Hs],
e na interacdo com o banho, descrita pelos dissipadores (2.31). Tendo em vista que ja
conhecemos essa primeira parte (vide que temos Hg), vamos dedicar nossos esforcos
apenas na dindmica aberta descrita por D[L|(pgs). Para isso, vale lembrar que uma de
nossas premissas na derivacdao da equagdo mestra anterior era a de que o estado pg do

banho € estaciondrio, de modo que, para esse caso, podemos escrever
pon = pin, n=1N, (2.40)
=1

como sendo o operador estatistico que descreve o estado do banho n, em que

exp{ =B (U = pn) b bun }
Tr{exp{—ﬁn (% — pn) bznbl’n}}

(2.41)

p
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¢ a matriz densidade de cada modo do reservatério n, com 3, = T~ L TIsto é, ambos os
banhos estdo em equilibrio térmico e de particula, o que nos permite representar cada um
de seus modos independentes por estados de Gibbs®.

Tendo a forma explicita de pg,, € Hp ,, somos capazes de avaliar as partes reais v’}
das fungdes de correlagdo *y?(ﬁl) (egs. 2.22 e 2.23) para cada um dos banhos, quantidade
esta que caracteriza a intensidade da troca de excitacdes de um dado tipo entre o sistema

e o ambiente. Com esse objetivo, ao compararmos as equacoes (2.9) e (2.38), segue que

B(n)(O) = Z gl,nbl,n =
l

— B (t) _ Z leneiHB,ntblvne—iHB,nt _ Z Ql,ne_mltbz,m (2.42)
l l

em que usamos o fato de que b;,, € auto operador de Hp ,,. Disso, segue que

Tr{pp.n BT (0)BM (1)} = 3 00 Tr{ pB’nbznka}, (2.43)
1k

mas, sendo b;n e by, independentes quando [ # k (vide 1.22), podemos dizer que, nesse

caso, Tr{pB,nb;nbk,n} = Tr{meb;r’n} Tr{ppnbkn} = 0,umavez que Tr{pp ,B"(0)} =

0 (condigdo 2.25). Destarte, e usando a decomposicao (2.40), sai que

Te{ppn BN OB (1)} = 3 02, [T ] sl bun | =
l J

=3 g Tr{ pl,nb,ﬁnbm}, (2.44)
!

em que usamos a propriedade Tr{@Q), M;} = [[, Tr{M;} valida para qualquer conjunto
de matrizes { M}, bem como a condi¢do de normalizacdo Tr{p;} = 1 para eliminarmos
o produtério em j. Lembrando agora que o valor do trago independe do referencial esco-

lhido, vamos calculd-lo na base binaria’ {|0),|1)} dos autoestados do operador b;r’nblm,

®Lembre-se que um estado de Gibbs no formalismo grande canonico é dado por pg ~
exp{—f (H — uN)}. Nonosso caso, H = Hg ,, (eq. 237)e N =), binblm.
"Lembre-se do principio de exclusio de Pauli.
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1.e.,

1
T prabl b f = Dl puadl b 1) = (il 1) =
m;=0

1 J—
~exp{Ba (U —pa) +1 fa(S) (2.45)

que nada mais é do que uma distribuicao de Fermi-Dirac. Disso, segue que

Te{ppa B™T(0)B™ ()} =Y ()07, e (2.46)
!
e em consequéncia disso (eq.2.23)8,

) = 3 )67, [ deete
1 0

210w = Re{ o (@)} =7 3 ful Q06— ), (247)
l

em que usamos a transformada de Fourier para a delta de Dirac no tltimo passo. De modo

completamente andlogo, mas usando (2.22) ao invés de (2.23), obtemos
M (w) = R — 1— £,() 62 5(w—Q 2.48
V(W) = Re{ya(w)} =7 > (1= fulS0)) 67,0(w — ). (2.48)
1

Como ja haviamos constatado na se¢do anterior, as fungdes de correlagdo independem do
tempo, sendo sensiveis apenas as peculiaridades do banho (nesse caso, energia, tempera-
tura e potencial quimico).

Com os resultados acima em maos, resta que identifiquemos os operadores A;(w) e
An(w) de Hy,, correspondente & A; = a1 ¢ Ay = ay (compare 2.9 com 2.38). Nesse
intuito, vamos diagonalizar a hamiltoniana Hg do sistema (2.36) por intermédio de uma
transformacdo de Bogoliubov, a saber parametrizando os operadores de aniquilacdo a,,

como

=Y Sk, (2.49)
k

8 Aqui, escolhemos & = t.
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2 . mnk
Sn’k_”N—l—lsm(N+1>’ n,k € IN. (2.50)

an ijn = ]k7 (251)

tal que

Isso porque, como

¢ imediato ver que

y
Hs—z . —e—gcos(Nil), (2.52)

bastando que utilizemos a identidade sin(a + b) = sina cosb + cos asin b e a ortogonali-
dade entre as fungdes senos e cossenos. Disso, segue imediatamente que 7, € 77,1 sdo auto

operadores de Hg com autovalores” + F;., nos induzindo a identificar

An(w> - Z S’n,knk(sw,Ek7 (253)
P

uma vez que

[Hg, An(w)] = [Hs, 1] Spbuo,p, = —wAn(w) (2.54)
!
e
Z Ap(w) = Z Stk (Er) = Ap = an, (2.55)
w k

condi¢Oes necessdrias e suficientes para que A, (w) descreva uma dindmica aberta, como
ja visto.

Finalmente, temos todas as entidades necessarias para descrevermos o dissipador glo-
bal do nosso modelo. Para obté-lo, basta substituirmos (2.47), (2.48) e (2.53) no segundo
termo do lado direito de (2.33), vide que ele é quem contabiliza as trocas de excitagdes

sistema-banho. Explicitamente, segue que

D =" 76},0(Ex — 2)S2, |(1 = fu(Er) D] + fu(Ex) D] (2.56)

9Relembre da discussdo feita na secio 1.4
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é a quantidade que retém as dissipa¢des oriundas da intera¢do do sistema com o banho! n.
E interessante notar que o resultado acima nos diz que a dissipacdo em um sitio néo afeta
apenas ele, mas sim todos os modos na rede, i.e., as interacOes passam a ter um carater
global. Essa informacao estd contida na somatério em k, que correlaciona as perturbacdes
ocorridas no n-ésimo férmion com os demais sitios do sistema. Em outras palavras, po-
demos imaginar cada interacdo com o banho como sendo transitiva, passando de um sitio
a outro, a comegar pelos extremos. Nado obstante, sendo essa interacido nao local, para o
caso de N grande essa descri¢do é pouco realista, vide que nos permitiria uma troca de
informacao instantanea entre quaisquer dois pontos da rede. Assim, o resultado acima é
vélido para um regime em que N possa ser considerado pequeno!!, antagonicamente a
abordagem local discutida no inicio dessa se¢do.

A construgdo feita nesse capitulo buscou elucidar quais aproximagdes fisicas estdo
inseridas em nossos resultados, o que nos permite justificar a escolha de abordagem feita
ao estudar o acoplamento entre uma cavidade ressonante € um DQD. Assim, estamos
prontos para investir nosso tempo na modelagem tedrica geral de um detector de f6tons,

sistema central desta dissertagao.

10A titulo de completude, a dindmica total do sistema serd dada por

ps(t) = —i[Hs, ps(t)] + D\ + D).

Estritamente falando, os resultados acima sdo vilidos quando o tempo de transmissio de informagdes
entre dois pontos quaisquer da rede forem muito maiores que o tempo de relaxamento do sistema, de sorte
que podem ser considerados instantdneos como boa aproximacdo. Uma vez que o tempo de propagacio €&,
em geral, inversamente proporcional ao tamanho da rede, optamos por simplificar a discussdo em termos
de N.
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Cavidade Optica Acoplada com um

Ponto Quantico Duplo

Na sec¢ao 1.4, discutimos a modelagem da dinamica aberta de sistemas bosonicos e fermi-
onicos. Em particular, averiguamos separadamente uma cavidade de Kerr como exemplo
de sistema do primeiro tipo, bem como o ponto quantico duplo como exemplo de sistema
do segundo género. Neste capitulo, vamos analisar um sistema composto descrito pelo
acoplamento de uma cavidade 6ptica (cavidade linear,emque K =0e Ay =0V d # 1)
com um DQD, tendo em vista sua ampla aplicabilidade prética e suas consequéncias ted-
ricas [2, 4, 5, 19].

De um ponto de vista qualitativo, podemos dizer que o acoplamento entre esses dois
sistemas se d4 quando inserimos o DQD dentro da regido do espago englobada pelos dois
extremos da cavidade 6ptica. Com isso, um feixe externo monocromatico é usado para
bombardear fétons para dentro da cavidade. Caso ndo ocorra o vazamento de um féton
(perdas para o meio), ele interage com os elétrons do DQD, de sorte que seus estados sdo
modificados (ver Figura 3.1).

Métodos usuais para se detectar fétons em 6tica quantica consistem no uso dos cha-
mados diodos 6ticos, instrumentos os quais permitem a deteccdo indireta de um f6ton
por intermédio da absor¢do do mesmo por elétron, em que cria-se um par elétron-buraco
que € separado pelo material e observado em forma de corrente elétrica [5]. Entretanto,
fétons com frequéncia na escala de microondas sdo tais que suas energias sao de quatro

a cinco ordens de magnitude menores do que as diferencas de energia das bandas dos se-
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Figura 3.1: Cavidade de Optica acoplada com um ponto quantico duplo. Diferente da
Figura 1.1, o bombeio de f6tons na cavidade € feita por intermédio de um feixe calibrado
por A; que carrega um valor médio N de f6tons de uma dada frequéncia de interesse.
O ponto quantico duplo, acoplado com a cavidade por intermédio de uma constante de
acoplamento ¢, funciona da mesma maneira como detalhado na Figura 1.3, mas agora
as taxas de tunelamento sdo tais que I'yy, = I'cy = I'. Com isso, os fétons oriundos
do bombeio descrito por A; que entram na cavidade optica podem ter dois destinos: (i)
interagir com o ponto quantico duplo, fazendo com que o elétron no estado fundamental
va para o estado excitado e, por conseguinte, tunele para o reservatorio da direita, fazendo
com que seja detectado uma fotocorrente ou; (ii) interagir com o ponto quantico duplo,
posteriormente vazando da cavidade a uma taxa . Por essa possivel aplicabilidade na
deteccao indireta de um f6ton, muitas vezes esse aparato € usado como um detector de
fétons [19].

micondutores conhecidos, de modo que sua deteccdo se torna impraticidvel. Com isso, se
faz necessaria a busca de métodos alternativos para lidar com essa escala de energia. Um
modelo proeminente que vém sendo utilizado para esse fim € justamente o acoplamento
descrito acima, em que ajusta-se as constantes de acoplamento de tal forma que: (I) sem-
pre exista um elétron no estado fundamental do DQD; (II) a probabilidade do elétron no
estado fundamental tunelar para algum dos reservatdrios € baixa; (III) a probabilidade de
um elétron no estado excitado tunelar € alta para o reservatorio 2 e baixa para quaisquer
outros casos e; (IV) a probabilidade de vazamento de um f6ton € baixa. Essas caracteris-
ticas garantem o regime de um “fotodetector ideal” e serdo exploradas quantitativamente
no capitulo 5. Por ora, vale frisar que essas aproximagdes garantem que um féton que
entre na cavidade Optica sempre ird interagir com um elétron do pogo que esta no estado
fundamental, de modo que este ird absorvé-lo, ficar no estado excitado e tunelar para o re-
servatorio R, sendo passivel a ser detectado na forma de uma fotocorrente. Essa medi¢ao
nos diz indiretamente que um f6ton foi absorvido pelo sistema.

Dadas as motivacdes, vamos agora nos atentar as propriedades gerais do acoplamento

de um ponto quantico duplo com uma cavidade 6ptica. Comegamos por olhar a hamil-
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toniana H que versa sobre a dindmica unitdria desse sistema. Ela pode ser descrita pela
composic¢ao das contribuicoes do DQD livre, da cavidade livre, do acoplamento cavidade-

bombeio e do acoplamento cavidade-DQD. Isto é,
H = Hpgp + Ho + Hep + Heo-pgp- 3.1

A primeira € dada pela equacao (1.47). A segunda e a terceira sdo dadas por (1.31) no

regime da cavidade Optica, a saber
He+ Hep = Heo = wyala+ € (e™al + e ™'a) (3.2)

em que parametrizamos A; na forma A; = e (€ € R), ou seja, escolhemos um
feixe de particulas que, em média, garantird fétons de frequéncia w; para a aplicacdo de
um bombeio de intensidade £ !. Por fim, o quarto termo Hco.pop referente a interagdo
cavidade-DQD pode ser feito se levarmos em conta uma hamiltoniana conservativa na

forma (2.9), i.e.,

Hcopgp = g (CLTUL + CLU+> ) (3.3)

em que o € definido por (1.44) e a intensidade do acoplamento € dada por g. Repare que
esse termo nos diz que quando um f6ton € perdido na cavidade, um elétron sai do estado
fundamental e vai para o estado excitado, absorvendo-o. Caso contrdrio, quando um féton
¢ gerado dentro da cavidade, significa que ele foi emitido por um elétron excitado, este
decaindo pro seu estado fundamental no processo.

Juntando os termos acima e aplicando a unitaria i/ = exp{z’wlt (aTa + o3/ 2)} para

trabalharmos no referencial girante?, segue que [5]
H = Ad% +Adla+g (a*al + a<7+> + & (aT + a) (3.4

¢ o hamiltoniano que descreve a evolugdo unitaria de um ponto quantico duplo acoplado

'Vale lembrar que, usando (1.27), segue que (a;(t)) ~ e~ it e <alT (t)) ~ et de sorte que a quan-
tidade proporcional a & possui a forma da hamiltoniana de interagdo conservativa que estamos habituados
(eq. 2.9).

2Lembre-se que a hamiltoniana H se transforma como H — H = UHU' + i (8,U4) U sobre a unitaria
U quando queremos avaliar a dinamica de um sistema sob esta transformacao.
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com uma cavidade 6ptica, com Ay = Q — w; (A, = w, — w;) sendo a diferenca de
frequéncia entre o DQD (cavidade) e o pump.

Agora, nos resta descrever as possiveis dissipagdes desse sistema. Como o vazamento
de fétons da cavidade e o vazamento de elétrons do DQD sao fendmenos independentes,
podemos construir os dissipadores para esses dois casos separadamente e, por intermédio
de uma abordagem local, junta-los. Entretanto, para averiguarmos os dissipadores do
DQD, a abordagem global construida no capitulo anterior se faz util. Com isso em mente,
vamos comegar pela construcio da dindmica aberta do ponto duplo quantico.

Como estamos lidando com dois férmions em rede, cada qual acoplado com um
reservatorio térmico e de particulas distintos, podemos, em principio, usar a equacao
(2.56) com N = 2 para extrairmos o dissipador desejado. Antes disso, entretanto,
vale notar que o interesse pratico que temos em nosso sistema, nos permite simplifi-
carmos ainda mais nosso modelo. Primeiro, ndo estamos interessados em fluxos de
energia que ndo sejam descritos pela interacdo dos fotons do feixe com os elétrons do
DQD, de modo que vamos assumir equilibrio termodinamico entre os reservatorios (i.e.,
Ty =T, =T e u, = pus = p). Com isso, as distribui¢des de Fermi-Dirac se reduzem
a fi(Ey) = fo(Bx) = f(E)). Ademais, trabalhando no regime de 7' = 0, vamos fixar
wtal que f(Ey) = 1e f(Fy) = 0, pois assim induzimos o sistema a ter transi¢des do
reservatério da esquerda para o sitio da esquerda, mas nunca do reservatério da direita
para o sitio da direita. Essa suposi¢do constitui uma parte fundamental na construcao de

um fotodetector ideal. Destarte, € direto ver que a equacdo (2.56) se reduz a
DI = > wd(Bx — )63, { S2,Dlnl] + S2,Dlme] } (3.5)
!

contendo assim o termo de dissipacdo da dindmica do DQD referente ao reservatorio
acoplado ao sitio n.

Da presenca dos dissipadores D[n]] e D[] na equacio acima, vemos que que as apro-
ximacdes feitas favorecem a criago de elétrons no estado fundamental |g) (1in; |g) =
E1 |¢)) e a aniquilagio de elétrons no estado excitado |e) (nlns [e) = B, |e)). Isso é con-

(@)

dicente com a nossa premissa, uma vez que D;, "’ favorece o actimulo de elétrons no DQD

que estejam no estado fundamental. Em particular, como estamos no regime de Coulomb
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blockade, a descri¢cao acima nos garante a preferéncia do sistema de sempre ter um inico
elétron nesse estado a nossa disposi¢ao.
Repare que a atuacdo de 7, nos autoestados {|g) , |0) , |e) } do hamiltoniano do sistema

nos permite parametriza-los como?

=589 € 12 = Se, (36)

com s, e s, dados em (1.44). Com isso, podemos escrever o dissipador completo para o
DQD como sendo
> DI =TyD[sl] + TocDlse], (3.7)

em que definimos as constantes de dissipac¢ao

Lo =7 Y 0(Ex — Q) (67,57, +67553,) (3.8)
l

Toe =7 Y 6(Ex — ) (67,575 + 07553,) - (3.9)
l

Alguns comentérios se fazem pertinentes em relacio ao resultado que obtemos. Pri-
meiramente, ele ndo s6 equivale ao dissipador presente em (1.47) que intuimos na constru-
cdo quantitativa da dinamica aberta do DQD, como também nos diz a forma que as cons-
tantes de dissipacdo desse problema se relacionam com as constantes de acoplamento que
descrevem a intensidade de interacdo entre o DQD e seus reservatorios termodindmicos.
Em especial, vemos que essa dissipacao € tdo mais forte quanto for o acoplamento entre
essas entidades, como era de se esperar. Ademais, vale notar que dissipa¢des na forma
Dlsi], D[s!], Dloy] e Dlo! ] ndo apareceram em nosso resultado final devido as premissas
que adotamos para obté-lo. Em particular, quando fixamos p para priorizar a existéncia
de particulas no estado fundamental, eliminamos diversas possibilidades de configuracao
do nosso sistema, o que influenciou diretamente na ndo apari¢ao desses termos. Caso ti-
véssemos optado por ndo fazer nenhuma dessas aproximacdes, apenas usando (2.56) para

N = 2, obteriamos uma dissipador equivalente a (1.46). A escolha dessa omissdo foi

3Uma outra forma de ver isso é aplicando a transformagio inversa de (2.49) e usar o fato de que no
regime de Coulomb blockade a1 ~ |0) (L| e as = |0) (R].
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feita por estarmos interessados no regime de um fotodetector ideal, como ja discutido, de
modo que priorizamos a simplicidade em nossas demonstragdes.

Usando o mesmo raciocinio acima, mas partindo do dissipador global para uma rede
de bésons [17], podemos obter que o tnico dissipador de interesse para o caso do vaza-
mento de um tnico f6ton é um na forma D|a], com constante de dissipagdo . Isto é,  nos
diz com que intensidade fétons podem vazar da nossa cavidade ao invés de serem absorvi-
dos por um elétron do ponto quantico duplo. Essa constante é proporcional a intensidade
do feixe que usamos para bombardear a cavidade, uma vez que esta esté relacionada com
o numero de fétons que colidem na cavidade por unidade de tempo [5]. Por ser um resul-
tado conhecido e de demonstracdo andloga a aqui presente para o caso do DQD, vamos
apenas enuncid-lo. Assim, a dindmica total do acoplamento de uma cavidade 6ptica com

um ponto quantico duplo no regime de um fotodetector ideal € dada por
b= —i [ﬁ, p] +T4oD[s!]p + ToDlselp + £Dlalp. (3.10)

E importante notar que apesar dos modos fermidnicos viverem em um espago de Hil-
bert tridimensional e serem trataveis analiticamente, os modos bosonicos do banho ge-
ralmente sdo vastos, fazendo com que diferentes métodos tedricos sejam utilizados para
se extrair a fisica da dindmica (3.10). Andlises gerais da natureza da fotocorrente gerada
pelo sistema, incluindo quantidades como a eficiéncia da transformacao dos fétons emiti-
dos pelo bombardeio em corrente elétrica, foram feitas por intermédio do formalismo de
estatistica de contagem total (full counting statistics) [4, 5]. Assim, um préximo passo
natural na andlise desse modelo, é buscar extrair explicitamente as probabilidades de um
féton que adentrou no sistema vazar ou, equivalentemente, de ao bombearmos o sistema
com um féton, uma corrente elétrica ser detectada (i.e., um elétron do DQD sair do estado
fundamental, ir para o excitado e tunelar para o reservatério na forma de corrente elétrica,
como na Figura 3.1). Tendo como objetivo averiguarmos propriedades dessa natureza em
nosso modelo, vamos introduzir o formalismo da estatistica de tempo de espera, que nos
possibilitard traduzir os pulos possiveis de nosso sistema para distribui¢cdo de probabili-

dades.
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Estatistica de Tempo de Espera

Esse capitulo tem como base [6, 7].

Nos exemplos dados na se¢@o anterior, fica claro que o estudo da dindmica aberta
de um sistema tem seu nucleo na andlise dos “pulos” que este € submetido por trocar
excitagcdes com um meio. Sendo assim, para todos os efeitos, podemos imaginar que a
evolugdo temporal de um estado p € caracterizado por uma sequéncia de pulos quanticos,
coordenados pelos operadores L, em (1.17). No intuito de descrevermos a frequéncia
com que essas flutuagdes ocorrem, bem como quantificar a probabilidade de um tipo de
pulo ocorrer comparado a outro, vamos construir uma distribuicdo de tempo de espera
(waiting time distribution, WTD) que seja condizente com a aleatoriedade de ocorréncia
desses fendmenos.

O primeiro passo para alcangcarmos nosso objetivo serd segregar nossa dinimica em
termos de pulos quanticos que conseguimos monitorar daqueles que nao somos capazes de
fazé-lo, estes os quais irdo catalogar uma evolucdo sem pulos. Para tal, vamos reescrever

a equacdo de Lindblad (1.17) na forma
p(t) = =i (Hewp = pHy) + 3 2 LspL]. @.1)
J
em que consideramos y;; = 0;;7; € definimos a hamiltoniana efetiva

0
Hey = H — - § 'y LiL;. (4.2)
J
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Esta ultima defini¢do se faz util pois enfatiza o fato de que os anticomutadores {Lj L;, p}
presentes na equacao mestra podem ser vistos como uma reparametriza¢do das energias
do sistema, feita de tal modo a conservar o trago da matriz densidade. Isso quer dizer que

toda a descri¢do relevante dos pulos quanticos estd contida nos superoperadores
consequentemente nos permitindo definir o operador

Lo=L-> L (4.4)
JEM

que descreve a evolucdo sem pulos, sendo M o conjunto dos saltos que somos capazes de
monitorar ¢ £ o chamado Liouvilliano do sistema (vide eq. 1.19). O conjunto M pode
ser visto como as dissipagdes que ocorrem no sistema que Somos capazes ou estamos
interessados em detectar, ou seja, ele contém todos os canais em que podemos inferir
perdas ou ganhos do sistema'. Destarte, nossa equagdo dinidmica pode ser dividida em
termos do tipo £; e Ly, i.e., quantidades que representam saltos e outras que ndo o fazem.
Para explicitar como essa divisao se dd, vamos fazer uma decomposi¢ao em série de
Dyson da quantidade !, presente na solucdo formal (1.20) para um estado arbitrério p.

Isto é,

t
p(t) = eﬁotp(O) + Z / dtleﬁ()(t_tl)ﬁkeﬁotlp(())—}—
kem VO

t to

+ ) / dty / dt e~ g efoltz=ti) £ oLoti () (4.5)
k,geM 0 0

Cada termo da expressdo acima contém um nimero bem definido de pulos quanticos,

0 que nos leva a interpretacdo de que p(t) pode ser decomposto em diversas evolugdes

condicionais, cada qual com um nimero bem definido de saltos. Isso € explicitado pela

"Para exemplificar esse conceito, podemos pensar no acoplamento da cavidade Sptica com o DQD
descrito no capitulo anterior. Imagine que ao invés do elétron excitado pelo féton ser detectado como uma
fotocorrente no reservatério da esquerda (Figura 3.1), ele interaja com um fénon do reservatdrio e troque a
energia recebida do féton com ele. Assim, ndo detectariamos nem o féton bombeado na cavidade e nem a
fotocorrente. Poderiamos entdo dizer que a troca elétron-fénon € um canal que ndo estamos monitorando,
de sorte que M representaria apenas as dissipagdes dadas pelo vazamento do féton e pela produgdo de uma
fotocorrente.

46



Capitulo 4. Estatistica de Tempo de Espera

quantidade de £; em cada um dos termos, sendo que a presenga de n superoperadores
dessa natureza indica n transi¢cdes do sistema.

Isso nos diz que cada termo da expansao (4.5) pode ser entendido como um estado
nao normalizado do sistema apds uma medicdo feita em um tempo ¢, caracterizado pelo
nimero de saltos ocorridos no intervalo [0, ¢]. Assim, tomando como exemplo o caso em

que nenhum pulo ocorre, temos que

e“'p(0)

Pro(t) *0

pn0<t> =

€ o estado fisico (i.e., normalizado) do sistema apds um tempo ¢ na auséncia de pulos, em
que

Proo(t) = Py = Tr{e“'p(0)} (4.7)

pode ser vista como a probabilidade de ocorréncia desse estado.

Com isso, podemos entender que, enquanto sem pulos, o sistema evoluird com e“°f,
caso contrario (isto €, na ocorréncia de saltos quanticos), devemos aplicar superoperadores
L; em sua descrigdo. Assim, podemos definir que a probabilidade de um primeiro pulo

ocorrer em um canal 7 a um tempo ¢ é dada por
Wi(t,jlp) = Tr{Ejeﬁotp}. 4.8)

Mais precisamente, a relagdo acima nos garante uma distribui¢do de probabilidades con-
juntas no tempo de um sistema que parte de um estado p(0) ser detectado em um novo
estado p;(t) ~ L;e“p(0). Por essa razdo, nomeamos W (¢, j|p) de distribui¢do de tempo
de espera (do inglés waiting time distribution; WTD).

Vale notar que a constru¢do das WTDs sdo subjetivas, vide que elas dependem da
escolha dos canais que vamos monitorar. Para ver isso, note que escolhendo-se um con-
junto M # M de canais a serem monitorados, se obtém dindmicas sem saltos descritas
por Lo # Ly, de modo que a expansdo (4.5) toma uma nova forma e, por conseguinte,
as WTDs (4.8). E claro que fisicamente devemos esperar uma compatibilidade entre os
resultados obtidos por diferentes escolhas de conjuntos M, porém a relacio entre essas

opgoes distintas sdo, em geral, altamente ndo triviais, de modo que ndo iremos aborda-las
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aqui.

Dando prosseguimento em nossa andlise, podemos ainda nos perguntar qual a distri-
bui¢do de probabilidades para o caso em que queremos saber apenas o tempo de espera
até um pulo ocorrer em algum dos canais que estamos monitorando, nao importando qual
seja ele. Para tal, podemos apenas somar os dois lados da expressao (4.8) em j, o que nos

garante que

W(tlp) = > W(tjlp) = > Tr{L;e""p}, (4.9)
JEM JEM
mas usando (1.19),
op\ _0Tr{p} . _
Tr{a} =5 = 0="Tr{L(p)}, (4.10)

uma vez que Tr{p} = 1 e, por conseguinte, (4.4) nos leva a

D Tr{Li(p)} = — Tr{Lo(p)}, (4.11)

JEM
valida para qualquer p, logo,

dP,,(t)

W(tlp) = = Tr{Loe'p} = ~ 205,

(4.12)

com P,,(t) sendo a probabilidade de ndo termos nenhum pulo em um intervalo de tempo
[0, t], construida em (4.7). Sendo sua interpretacdo fisica clara para nés, podemos integrar

os dois extremos da expressdo acima para obter

/Ooo dtw (t)p) = — /OOO dt%‘;(” — P(0) — P(c0) = 1 — P(c0), (4.13)

sendo que usamos o fato de que P(0) = 1, por constru¢do (em ¢ = 0, assumimos que
nenhum pulo ocorre). Para muitos casos de interesse vale que P(oc) = 0, uma vez que
essa quantidade mensura a probabilidade de nenhum pulo ocorrer em um intervalo de
tempo infinito, levando assim a uma dinamica desinteressante do ponto de vista do nosso

formalismo. Isto €,

/mﬁwmm:1 (4.14)
0

e temos uma WTD normalizada.
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Ainda, usando a normaliza¢cdo do operador estatistico, temos que

/OOO dtW (t|p) = — Tr{L’o (/OOO dteﬁ0t> p} =Tr{p} =1..

‘. / dte®! = — L1, (4.15)
0

ou seja, assumir que P,,(00) = 0 (e, consequentemente, a normalizagdo de W (t|p)) equi-
vale a assumir que £, € inversivel. Isso nos permite avaliar de maneira assentada certas
quantidades, em especial com o uso de softwares, como faremos no capitulo seguinte.

A titulo de exemplo, podemos analisar a probabilidade 1/ (j|p) de um primeiro pulo
ocorrer em um canal j, independente do tempo necessdrio para tal. Para isso, baste que

integremos (4.8) no intervalo ¢ € [0, co] e apliquemos (4.15), i.e.,

W(jlp) = —Tr{ﬁj (/OO dteﬁot) p} = —Te{L;L;"p}. (4.16)
0

Essa quantidade se faz util especialmente quando queremos comparar a taxa de ocor-
réncia de saltos quanticos de um certo canal para com outros, revelando assim o escopo
geral das interacdes sistema-meio (e.g., como os fatores de acoplamento influenciam nas
distribui¢des, se ha alguma preferéncia de troca, etc).

Também, vale ressaltar o tempo médio (¢) para que algum pulo ocorra no sistema.
De um ponto de vista tedrico, essa entidade nos diz quanto tempo em média o sistema
transita de um estado de equilibrio a outro, o que nos permite, entre outras coisas, a fazer
uma andlise termodinamica de sistemas quanticos, visto que com ela podemos especificar
quando um processo pode ser entendido como quase estdtico’. Como ndio estamos inte-
ressados na natureza do salto quantico em questdo, essa quantidade independe do canal
escolhido, de sorte que podemos alcanca-la ao integrarmos o pardmetro ¢ com um peso

W (t|p) (ver eq. 4.12) para todos os possiveis tempos, ou seja,

(t) = /OOO dtW (t|p)t = — Tr{co (/Om dteﬁott) p} = —Tr{Ly'p}, (4.17)

’Lembre-se que a Termodinimica de Equilibrio é vélida apenas para sistemas estdveis, cujas equagdes
de estado mapeiam estados de equilibrio em estados de equilibrio intermediados por processos quase esta-
ticos [20].
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em que usamos a identidade [ dte“o't" = (—1)"nlLy 1) no (ltimo passo.

Tanto as probabilidades W (j|p) de algum pulo ocorrer em nosso sistema em algum
momento, quanto o tempo médio (¢) de detectarmos alguma modificacdo em nossos es-
tados, serdo quantidades bastante exploradas quando formos analisar um fotodetector sob
a Optica da estatistica de tempo de espera construida nesse capitulo. De fato, elas se-
rdo as mais importantes intermedidrias das consequéncias fisicas de nosso modelo, como
veremos no préximo capitulo.

Por fim, vale comentar que a constru¢@o acima pode ser facilmente generalizada para o
caso de estarmos interessados em pulos subsequentes em nosso sistema. Para tal, devemos

levar em conta os termos de ordem superior na expansao (4.5). Isso nos permite definir
W (t1, j1, -, tN, IN|P) = Tr{EjNeﬁotN...Ejlecotlp} (4.18)

como sendo a distribuicdo de tempo de espera para /N pulos consecutivos nos canais
{ji} G =1,..,N), comty > ty_1 > ... > t;. Repare que os canais ndo precisam
ser necessariamente distintos: podemos estar interessados em saltos subsequentes em um
mesmo canal. Em particular, para o caso em que N = 2, i.e., quando temos dois pulos
subsequentes com o primeiro ocorrendo no instante ¢; ¢ o segundo no instante o, segue

que
W (jl, tl, tg, j2|p) = Tr{ﬁjQSLOtQ,leeLOtlp} = TI'{,CjQ,Calﬁlealp}, (419)

em que usamos (4.15) no ultimo passo. Com essa ultima ferramenta em maos, estamos
aptos a andlise da estatistica de tempo de espera para uma cavidade Optica acoplada com

um ponto quantico duplo.
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Estatistica de Tempo de Espera para
uma Cavidade Optica Acoplada com

um Ponto Quantico Duplo

Tendo em maos todo o arcabougo tedrico necessdrio, podemos finalmente nos voltar a
estatistica de tempo de espera para uma cavidade Optica acoplada com um ponto quan-
tico duplo. Para tal, utilizamos o software Wolfram Mathematica, bem como a extensao
Melt!!, cujas ideias centrais para a extracdo dos resultados aqui expostos podem ser en-
contradas no Apéndice B.

N3ao obstante, iremos focar apenas nos resultados analiticos que conseguimos extrair
em nossa andlise. Eles sdo obtidos ao fixarmos os modos bosonicos oriundos do bombeio,
visando restringir os operadores a e a' 2 espacos de Hilbert de dimensdes tratdveis, vide
que esse € o cerne do empecilho algébrico do nosso modelo. Assim, uma aproximacao util
¢ iniciarmos com uma cavidade que contenha um certo nimero de fétons e desligarmos
o feixe que a alimenta com essas particulas. Em outras palavras, vamos fixar £ = 0 em
(3.3) e propor um estado inicial pén) = |tn) (¥n], com |1),) = |0) ® |n), em que |0) é o
estado de vdcuo fermidnico e |n) é o estado bosdnico de dimensdo n referente a n fétons.
No que segue, iremos voltar nosso interesse para o casode n = 1 e n = 2, i.e., quando
a cavidade inicialmente armazena um Unico féton e quando ela inicia sua dindmica com

dois deles, respectivamente. Além disso, comegaremos nossa andlise ja no regime de um

'"https://meltl.notion.site/
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fotodetector ideal [5], em que I'yo = ', = I'e Ay = A, = 0, fazendo com que a

hamiltoniana (3.4) se reduza a

H=g (aTai + a0+) ) (5.1)

o que garante um enfoque exclusivo na interacdo entre a cavidade 6ptica e o DQD. Ainda

nesse regime, a evolucdo dindmica dos estados serd dada por (3.10) na forma
b= [H p] + I'D[st]p + I'Dls.]p + xDlalp. (5.2)

Assim, temos uma dindmica que leva em conta que a taxa de transicdo entre elétrons dos
reservatorios para o estado fundamental do pogo e de elétrons no estado excitado para os

metais € idéntica, o que garante uma propor¢ao entre as particulas de entrada e de saida.

5.1 Cenario de um Unico Féton

Comecemos pelo caso mais simples, em que n = 1. Nele, temos que o espago de Hilbert
associado aos bosons € bidimensional, uma vez que podemos ter um ou nenhum f6ton em
nosso sistema?. Assim, o estado inicial do nosso sistema serd p(() ) = |t1) (11|, fazendo

com que uma possivel solucao formal de (5.2) seja dada por
p(t) = exp{L1t}p}). (5.3)
em que £, € dado por
Lip=—i [f[, p] +I'Dls!]p + I'Dlsc]p + xDla]p. (5.4

Estamos interessados na probabilidade p. do féton contido na cavidade vazar do sis-
tema ou, equivalentemente, na probabilidade p. de ele ser absorvido por um elétron e,
portanto, ser detectado por nés como uma fotocorrente. Antes de averigud-las, entretanto,

¢ importante notar que a equivaléncia entre essas duas quantidades € vélida apenas no

20s estados {|6> ,]1)} formam uma base para o espago, em que o til (~) no zero foi colocado para
diferenciarmos do estado de vécuo fermidnico |0).
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regime de um fotodetector ideal, uma vez que desprezamos outras formas de troca ener-
gética entre os constituintes do sistema, como, por exemplo, um elétron trocar a energia
que obteve de um f6ton com um fonon do reservatdrio, de sorte que ndo houve o vaza-
mento de um féton para o ambiente, e muito menos o surgimento de uma fotocorrente®.

Tendo esclarecido isso, vamos seguir nosso raciocinio definindo o canal
Lep =Ts.ps!, (5.5)

responsével pelos saltos do DQD do estado excitado para um sem particulas (i.e., |e) —

|0)), caracterizando assim uma fotocorrente, e o canal
L.p= kapa, (5.6)

este remetendo a transicao da cavidade de um estado com um f6ton para outro que nao o
tenha (|1) — ‘0>) através de uma troca com o meio, o0 que caracteriza um vazamento de
particulas do sistema para o ambiente. Assim, podemos escrever o operador que rege a

dindmica sem pulos do sistema como sendo
Lo=L—rLy—TL. =Ly — IiapCLT — Fsepsl. (5.7

Destarte, as probabilidades p, e p, para um pulo ocorrer no canal e e 7, respectivamente,

para algum instante de tempo sdo dadas por (vide eq. 4.16)

pe =W (e|p) = — Tr{ﬁe[,alp(()l)} (5.8)

Py =W(ylp) = — Tr{ﬁwﬁo_lp(()l)}. (5.9)

Da forma que foram concebidas acima, podemos calcular explicitamente p. € p, em

termos dos parametros do nosso modelo, por intermédio do Wolfram Mathematica (Apén-

3Essa interacdo elétron-fonon pode ser acrescida facilmente na nossa descri¢io, bastando que carregue-
mos v+ # 0 em (1.46). De fato, isso foi feito por nds e esta presente nos notebooks mencionados, mas
excluidos aqui por simplicidade e clareza.
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dice B). Feito isso, obtemos que

4¢°T?
p@z 2g 9 (5.10)
(I'+ k)" (49% + I'r)
bem como )
k(DT +k)"+4¢9> (2T + &
. AT+ 49 (0 +1)) s

(' + f<c)2 (49> + T'k)
donde vemos imediatamente que p. + p, = 1, como o esperado.
No intuito de analisarmos as consequéncias fisicas dos resultados acima, vamos defi-

nir as quantidades
_ ¢

=T (5.12)

= !

A primeira delas estd associada com a competi¢do entre a interacdo fermidnica do DQD
(elétrons nos pogos com os terminais, contida na constante ') e a interagdo bosonica do
banho com a cavidade (dada por ). J4 a segunda, é a dita cooperatividade entre 0 DQD
e a cavidade, vide que expressa a disputa entre a interacdo deles (contido em ¢g) contra as
duas interacdes citadas anteriormente (devidas a I" e a x)*. Com elas, podemos reescrever

(5.10) como sendo’
Ca?
a+1)2(C+1)

De = ( (5.13)

Repare que C' — 0 ou o — 0 implicam imediatamente que p. — 0 e, portanto,
py — 1. Em outras palavras, quando desligamos a intera¢do entre o ponto quantico duplo
e a cavidade ou escolhemos um meio cuja interacao com os fétons seja muito mais forte
que a interacdo reservatorio-elétron do DQD, o vazamento do féton para o meio tende

sempre a ocorrer. Em contrapartida, ao fazermos o — oo, temos que

. C
(}ggope = m (5.14)

ou seja, se escolhermos nossas interagdes de tal modo que exista a predominancia fermi-
onica sob a bosonica (I' > k), podemos otimizar a taxa de ocorréncia de fotocorrentes

ao escolhermos valores convenientes de C'. Da mesma forma, no limite em que C' — oo,

*Veja a Figura 3.1.
3 A partir daqui, daremos enfoque 2 p,, uma vez que Py =1—pe.
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segue que
(){2

lim p, = (5.15)

M= i
Note que poderiamos simplesmente dizer que C, o > 1 faria com que p. ~ 1 e p, ~ 0,
i.e., C' e « (ou, equivalentemente, I', g >> k) garantem uma probabilidade de detecgio
de fotocorrente méxima, sendo a escolha ideal para um detector de f6tons construido
com base em acoplamentos dessa natureza. Nao obstante, escolhemos analisar esses dois
limites separados para que a compara¢ao com o caso em que n. = 2 se faca mais clara.
Podemos ainda refinar nossa andlise ao avaliarmos o tempo médio (¢;) para que algum
pulo (e ou ) ocorra em nosso modelo. Para tal, basta usarmos (4.17) com p = p(()l) e Ly

dado por (5.7), i.e.,

_ D(T + k)2 + 4¢%(3T + k)
—_T 1MW _ 1
<t1> r{‘CO pO } (F + H)2(492 + FK,) (5 6)
ou, usando as defini¢cdes de a e C,
1)2 1
(a+1)*+CBa+1) (5.17)

) = R+ 1)

A Figura 5.1 esboca o comportamento dessa fungdo em termos da cooperatividade para
trés valores distintos de a. Note para 0 < o < 1 (k > [' # 0) temos que o tempo
médio de algo ocorrer no sistema aumenta com a cooperatividade, ou seja, o sistema
tende a demorar mais para mudar seu estado, até um limite maximo dado por x(t;) =
(Ba+1)/(a+1)% Paraa = 1 e a = 0, temos que o tempo médio do sistema permanece
constante, igual a um. Isto é, quando as interagdes fermidnicas e bosOnicas tem a mesma
intensidade (ou ndo existe disputa), o sistema tende a dissipar, em média, em um intervalo
fixo. Por fim, se @ > 1, conforme aumentamos a cooperatividade, o sistema dissipa cada

vez mais rapido.

5.2 Cenario de Dois Fotons

Consideremos agora o caso em que n = 2, i.e., iniciamos a dindmica do nosso sistema

com dois fétons dentro da cavidade, de sorte que o nosso estado inicial é p((f). Os ca-
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K(t1)

1.05

1.00

095
| [ a=0,5 a=1 a=1,5

090
| | | I 7 | " N N ! C
[ 2 4 6 8 10

Figura 5.1: Tempo médio (vezes k) para o cendrio de um unico féton em funcdo de
C € [0,10] para diferentes valores de a. Em azul, « = 0,5 < 1. Em laranja, o =
1. Em verde, « = 1,5 > 1. Note a diferenca do comportamento de x(t;) para os
diferentes regimes de . Quando a intera¢do fermidnica (dado por I') é predominante
em relacdo a bosonica (dada por k), i.e., quando o > 1, segue que o tempo médio é
decrescente com a cooperatividade, o que nos diz que algo acontecerd no sistema mais
rapidamente. Quando ha uma predominancia bosonica (o < 1), o sistema tende a ficar
mais estdvel, dissipando (em média) cada vez mais devagar conforme a cooperatividade
aumenta, até um limite maximo (no gréfico, x(t;) — 1, 11 conforme C' aumenta). Quando
as interacdes bosoOnicas estdo tdo intensas quando as fermionicas (o« = 1), segue que o
tempo médio € constante, de sorte que sistemas dessa natureza dissipam, em média, em
um mesmo intervalo de tempo.
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nais que estamos monitorando ainda s@ao os mesmos (a saber, e e v), o que faz com que

possamos utilizar expressdes andlogas ao caso anterior, com
Lo = Ly — kapa' —Ts.ps!, (5.18)

em que L difere de £; (bem como os demais operadores com a mesma letra que em 4.4)
por a atuar em um espaco de Hilbert tridimensional, ao contrério de antes, em que atuava
em um espaco de duas dimensdes®.

Com isso, podemos averiguar as probabilidades de interesse do nosso sistema por
intermédio da estatistica de tempo de espera. Contudo, diferente de antes, temos quatro
probabilidades distintas passiveis de serem calculadas, a saber (i) a probabilidade p.. de
detectarmos dois elétrons em sequéncia, (ii) a probabilidade p.. de detectarmos primeiro
um elétron e depois um féton, (iii) a probabilidade p,. de detectarmos primeiro um féton
e depois um elétron e, por fim, (iv) a probabilidade p., de detectarmos dois foétons em
sequéncia. Assim, visto que estamos sempre interessados na ocorréncia de dois pulos
consecutivos em nosso sistema, utilizaremos a distribuicdo de tempo de espera na forma
(4.19). Isto é,

piy = Wiilp) = Te{ £,£5" £:L5 "o }. (5.19)

em que 7, ] = e,~. Explicitamente, ja em termos das constantes « e C' (eq. 5.12), segue

que
02045
Pee = (1+C>(1+a)2(1—|—a+ca)(6+5a+a2) (520)
- Ca? (C +2Ca + (1+ a?))

P T A O+ 0B+ o)1 +a+ Ca) (5.21)
~ Ca?(12+ a3+ a)(7+ o) + Ca(9 + 5a)) 522

fe 1+C)1+a)P2B+a)(l+a+Ca) .

€

1+0)’B+a)+CU+e)B+a)(1+30) + C*aB+T0) )y

P = 1+O0)1+a2B+a)(l+a+Ca)

sdo as probabilidades de duas detec¢cdes seguidas independente do tempo. Novamente,

%A escolha de modificar a notacdo apenas nos superoperadores £; (i = 1,2) foi feita com o intuito de
ndo sobrecarregar o leitor com excesso de notagdes, mas conter um lembrete que os dois cendrios pedem
por quantidades distintas (apesar da mesma forma algébrica).
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repare que Pee + Pey + Pye + Pyy = 1, como deve ser.

Usando a aditividade de probabilidades independentes, podemos definir

— 4. — Ca® (5.24)
Pet = Pee TPy = 07 )3+ a)(l +a+ Ca) '
c
Ca? (124 3(7T+3CNa+ 512+ C)a? + (1 +C)a?
De2 = Pee + DPre = ( ( ) ( ) ( ) ) (525)

1+C)1+a) 2+ a)B3+a)(14+a+ Ca)

como sendo, respectivamente, a probabilidade de detectarmos uma fotocorrente (i.e., ter
um salto no canal e) na primeira medi¢do e a probabilidade de detectarmos esse mesmo
fendmeno, mas na segunda medicao. De modo completamente andlogo, podemos definir
também as probabilidades de obtermos um vazamento de f6tons (ou seja, de termos um

pulo no canal 7) na primeira e na segunda medi¢ao, sendo elas

. 6+ (1146C)a+ (64 5C)a* + o
Pt =P TP = T 0 T B+ )1+ a+ Ca)

(5.26)

Py2 = Pyy t Dye =
1 5 )
S AT O T aPE T a)B i Tat0a) (L Fa) (O Fsatads

+C%a(6 + 17a + 8a” + 20°) + C(6 + 29 + 39a” + 200” + 5a* + )} . (5.27)

Comparando as defini¢des acima com a expressao (5.13) e a condi¢do p, = p. — 1, €

possivel verificar as relacdes (Figura 5.2)

Pe2 > De = Pei € Py1 =Py >Dy2 Va,C. (5.28)

Essas relagdes nos dizem que a probabilidade de detectarmos uma fotocorrente (vaza-
mento de fétons) na primeira medi¢ao no caso em que comecamos com dois fétons na
cavidade ¢ menor (maior) do que no caso em que comegamos com apenas um, enquanto
o contrario ocorre para um segunda medicao. Esse resultado independe dos valores das

constantes de acoplamento do nosso sistema. Assim, estando em posse da distribuicdo de
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probabilidades do caso com um tnico féton, podemos saber se a cavidade iniciou com um
ou mais fétons por intermédio de uma tinica medida’. Fisicamente, é como se os fétons
na cavidade interagissem entre si, de modo a aumentar a chance de escape na primeira
medi¢do, quando estdo acumulados na cavidade, mas diminuindo na segunda. Esse fend-
meno nos induz a inferir que quanto mais fétons na cavidade (i.e., quanto maior o valor
de n), menor serd a probabilidade de obtermos uma fotocorrente na primeira medicao,
uma vez que terfamos um comportamento andlogo ao caso de photon bunching [21]. Isso
nos desperta a suspeita de que um modelo ideal para sempre obtermos uma fotocorrente
¢ aquele que concebe um bombeio fraco (i.e., £ < 1), vide que esperamos que nesse caso
ele corresponda ao nosso modelo. Isso concorda com os resultados obtidos previamente
na literatura [4, 5].

Seguindo adiante em nossa andlise, temos que no limite assintético em que o — 00,

ou seja, quando as interagdes fermidnicas sdo predominantes as bosonicas,

02
lim pee = ——, 5.29
aneo T (14 C)2 (5:29)
I ! C
e = e = (o -39
e
li ! (5.31)
im = —. .
oS Pryy (1+C)2
Comparando esses resultados com o caso de n = 1 (eq. 5.14), vemos que
lim p. = lim p.; = lim pes (5.32)
a—r 00 a—o0 a—r00
e
S py = Jim pr = Jim pre 533

Isso quer dizer que no regime de interacao forte entre os férmions, o cendrio de dois f6tons

se comporta como o acoplamento de dois cendrios de um tnico féton, i.e., a quantidade

"Nio no sentido estrito. Em Mecénica Quantica, devemos sempre ter muitas réplicas do nosso sistema
e repetirmos a medi¢do feita para cada uma das réplicas, no intuito de extrairmos as distribui¢cdes de pro-
babilidades. Assim, dizer que precisamos de uma tnica medida é equivalente a dizer que podemos replicar
apenas um sistema e construir uma Unica distribuicio de probabilidades.
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0.1 Pe2 Pe Pel Pee

|
r 5 10 15 20 25

Figura 5.2: Probabilidades de deteccdo de fotocorrente em fungdo de C' € [0, 25], com
a = 5. No cendrio de dois fétons: em azul, a probabilidade p., da segunda detec¢ao ser
uma fotocorrente; em verde, a probabilidade p.; da primeira deteccdo ser uma fotocor-
rente; em vermelho, a probabilidade das duas detec¢des serem de uma fotocorrente. No
cendrio de um féton: em laranja, a probabilidade da unica detec¢@o ser uma fotocorrente.
Note que existe uma hierarquia na forma p.. < pe; < pe < pe2 que sempre € satisfeita.
A igualdade acontece para valores pequenos de C'. Esse resultado independe do valor de
« e nos garante uma forma de identificar com qual cendrio estamos lidando com base na
distribui¢do de probabilidades da nossa n-ésima medi¢ao. O comportamento das distri-
buicdes de probabilidade para o caso do vazamento de fétons € antagdnico ao mostrado
acima, expressando uma fisica andloga.
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de fétons dentro da cavidade deixa de apresentar os fendmenos discutidos acima. Em
outras palavras, os resultados da primeira e da segunda medig¢ao se tornam completamente
independentes.

O mesmo ndo acontece no regime assintdtico para a cooperatividade C, vide que

4

(6%
lim pe, — | 5.34
P = T 026+ 50+ a?) (5-34)
a?(1+ 2a)
li = 5.35
oo e (1+a)?(6+ba+a?) (533)
(9 + ba)
lim p., — 5.36
P = T a)2(6 + 50 + 02 (5.36)
€
3+ T
lim p.., = | 537
AP T T 0B 1 a) (5-37)

Nesse caso, temos uma dependéncia ndo trivial em « em todas as expressdes, 0 que nao
nos permite tirar nenhum resultado geral. Com isso, vemos que a constante « € aquela
com um papel fundamental no comparativo entre esses diferentes cendrios (i.e., diferentes
valores de n).
Ainda, vale ressaltar que

gi%pij = éii%pij = 0in0vj, (5.38)
ou seja, os foétons sempre vazam para o meio quando a interagdo entre o DQD e a cavi-
dade optica € fraca, replicando o resultado para n = 1. Intuitivamente, esperamos que
1sso ocorra para qualquer valor de n, uma vez que essas condi¢cdes impdem uma predomi-
nancia entre a interagdo cavidade-ambiente sob as interacdes entre os elétrons e os fétons

do sistema, fazendo com que qualquer probabilidade de producdo de fotocorrente seja

atenuada.
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Conclusao

Essa dissertacdo teve como intuito analisar o acoplamento de uma cavidade Optica aco-
plada com um ponto quantico duplo utilizando o formalismo da estatistica de tempo de
espera. Para isso, usamos o capitulo inicial para introduzir o leitor aos conceitos fun-
damentais da teoria de sistemas quanticos abertos e, nos capitulos seguintes, derivamos
equagdes mestras para o caso de uma rede férmions geral, introduzimos e analisamos o
sistema e o formalismo citado e, por fim, usamos o Wolfram Mathematica para extrair
as probabilidades de interesse para a descri¢do do sistema em foco. Assim, demos um
passo natural na andlise estatistica feita em [5], mostrando que existe uma hierarquia nas
distribui¢des de probabilidades para o vazamento de f6tons dependendo de qual seja o nu-
mero do pulo em questdo (i.e., se é o primeiro vazamento, o segundo, etc.). Além disso,
extraimos solugdes analiticas para o cendrio em que comegamos com uma cavidade com
um ou com dois fétons, o que nos permitiu avaliar sobre quais condi¢des a probabilidade
de detecc@o de uma fotocorrente € mdxima, o que estd intimamente conectado com a oti-
mizacao da eficiéncia de um fotodetector baseado em um DQDs [4]. Ademais, extraimos
o tempo médio de espera para a ocorréncia de um pulo em funcao das constantes de inte-
racdo do modelo, o que permite um controle experimental maior desse tipo de sistema.
Todo o desenvolvimento aqui feito pode ser replicado levando em conta trocas elétron-
fonon, o que acresce no nimero de canais a serem monitorados e adiciona um termo
de dissipacdo na equacdo dinamica (5.2). De fato, isso foi feito pelos autores e estd
em processo de andlise. Ademais, o uso desse formalismo para o estudo do cendrio de

N > 2 fétons também € de interesse futuro, principalmente para corroborar com a ideia
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de photon bunching e a generalizacdo da hierarquia discutida. Finalmente, este trabalho
da um pontapé para o estudo da estatistica de tempo de espera para esse modelo com
bombeio ndo nulo, o que permite uma descricdo mais consistente e preditiva da cavidade

Optica acoplada com o DQD.
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Apéndice A

Detalhando os Calculos Feitos para a

Derivacao da Equacao Mestra

Nosso interesse aqui € explicitar um pouco mais as contas que levam a equacao (2.8) em
(2.19).

A partir de (2.8), temos que
pi(t) = = [ dETen{(H0), (Hi(t = ps(0) © pull}. A1)
Substituindo H;(t) por
H(t)=> (“"Af(w)B(t) + e ™ B (1) A(w)) , (A.2)

com

B(t) = e8! Be~ 5t (A.3)
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segue que

ps(t) = — /000 d¢Trp { [Z (e AT (w) B (t) + e ™' B (1) A (w)) ,

w

[Z (94T (W) Bt =) + e IB (1) AW) .ps (1) ® ps

w/

}:

5 [ T (64 ) B0+ (0 4 (0),

¢ IOAT (W) ps (1) @ B (t =€) pp — 0 ps (8) AT () @ ppB (t =€) +
+e O A W) ps () @ BY (E =€) i — o5 () A (W) @ paBT (- 9] |

(A.4)

em que apenas abrimos explicitamente H;(t) e H;(t — &) usando (A.2) e avaliamos ex-

plicitamente o comutador [H;(t — &), ps(t) ® pg|. Fazendo entdo o cdlculo direto do

65



Apéndice A. Detalhando os Célculos Feitos para a Derivacao da Equacao Mestra

comutador restante e agrupando as exponenciais, segue que

pis ) == 3 [ T {0 41 0) A 1) ps ()@ B0 B ¢ = €) it

— el o= AT () po (£) AT (W) @ B (t — €) ppB (t) +
— el A (1) pg (1) AT (W) @ B (t) ppB (t — €) +
n ei(w’+w)te—i§w/ps (t) AT (W) AT (w) @ ppB (t — €) B(t) +
+ AT () A (W) ps (1) @ B (t) B (t =€) ps+
— WIS A () pg (1) AT (w) @ BY (t =€) ppB (1) +
— Wi AT (1) pg (1) A (W) @ B () ppB' (t — &) +
+ U o (1) A () AT () © pp B (t =€) B (1) +
+ el =t emies 4 () AT (W) ps (t) @ BY (£) B (t — €) pp+
— I AT () g (8) A (w) ® B (t — ) ppBT (t) +

)

)

. ez(w —w)t —z{w

) ps (1) AT (W) @ B (t) ppB (t — ) +
T g (1) AT () A () © ppB (= §) B (1) +
e i@t 4 () A (W) ps (t) @ BY (t) Bt (t — €) pi+
— e WIS A (W) pg () A (w) @ BT (t — €) ppBT (t) +
— et A () pg (1) A (W) @ BT (t) ppBT (t — €) +

e W pg (1) A () A ()®pBBT(t—§)BT(t)}' (A.5)

A(w

Definindo agora as fung¢des de correlacao

1(w) = /U h deée ™ Trg {B(t — &)ppB(t)}, (A.6)
Yo(w) = /000 dée s Trg {B(t — &)B(t)ps} . (A.7)
v3(w) = /0 h e Trg { B (t — €)ppB(t)}, (A.8)
Ya(w) = /0 h d¢e™ Trp {ppBi(t — )B(t)} (A.9)
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que, como mostrado no texto principal, independem do tempo, segue que

js <t>:—z{%ew+w (AT (@) AT @) ps (1) = AT (&) ps (1) AT (@) +

w,w’

+ 726 @ (pg (1) AT (W) AT (w) — AT (w) ps (1) AT () +

+ 3@ (AT (W) A (W) ps (1) — A (@) ps () AT (w)) +

+ e (pg (1) A )AT (w) = AT (W) ps (1) A () +

+ e u)t(AW T(W) ps (t) — AT (') ps (t) A (w)) +

+ 756’ (ps (1) AT (W) A (w) — A(w) ps (8) AT () +

+ e T (A (W) A (W) ps (1) — A (W) ps (1) A (w)) +

Fie I (g (1) A (W) A (W) = Aw) ps () AW)) } (A.10)

ou simplesmente

pS) = = D { e (AT @) AT(W)ps(t) — AT(W)ps(t)AT(w)) +

w,w’

26" (ps (1) AT (W) AT(w) — AT (w)ps () AT(W)) +
+7e! @ (AT (W) A(W)ps () — A(W)ps(HAT(w)) +
N L (ps(t) AW AT (w) — Al(w)ps(t) A(w')) + h.c.} , (A.11)

que nada mais é do que a equacdo (2.19).
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Breve Explanacao do Raciocinio por

tras do uso do Wolfram Mathematica

Os principais resultados presentes do capitulo 5 dessa dissertagdo foram extraidos com o
auxilio do Wolfram Mathematica, em sua versao 13.2. Ademais, usamos a biblioteca do
Melt! para fungdes especificas, esta podendo ser encontrada (com respectivas explanagdes
e tutoriais) no endereco https://meltl.notion.site/. Este apéndice serve para
elucidarmos o uso desse ferramental, tomando como base o que foi feito para o cendrio
de um tnico féton.

Antes de tudo, definimos as varidveis de interesse dentro de um médulo de cédigo
(Module), de sorte que apenas as probabilidades de interesse e a soma das distribui¢coes
de tempo de espera fossem imprimidas para dados valores dessas varidveis (Figura B.1).
O caso mais geral possivel foi feito, levando em conta todas as varidveis ndo nulas e
distintas, bem como a possivel intera¢do elétron-fonon comentada no texto, mesmo que
tenhamos considerado apenas o caso particular na dissertagdo. Isso porque assim pode-
mos reaproveitar o cddigo na hora de extrair resultados de outra natureza, em que outras
consideracgdes sdo feitas no nosso modelo.

As varidveis que sdo usadas para imprimir as probabilidades p., p-, pm € WtdSUM
que sdo, respectivamente, a probabilidade de detec¢do de uma fotocorrente, a probabi-
lidade de um féton vazar, probabilidade de um elétron trocar energia com um fonon e
decair, e a soma das distribuicdes de tempo de espera de cada um desses canais, sao as

constantes de acoplamento do nosso modelo, «, I'c, I'y, 74, Vm (= -, na notagio do
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Winmax_, {x_y 1®_5 1g_}, {¥d_s ym_}, {ad_, ar_}, g_s £] :=

Module| {Sg, Se, 3, A, Ady 52, Ky £, PO, Lo, Lys L0 V0, statado Iniciats

@ = kron[v@, Basis[nmax, 2]]13
@ = out [¢@, @] ;
cops, rates, wtdC, wtdE, wtdM, wtdSUM, py, pe, pm, Lm, z}, 5 i Ladiall
=Jump operatorss
fe = e+ JumpOp [Sel;

Ly = & # JumpOp [A] 5

Lm = ym % JumpOp [Zm] 3
vg = {1, @, 8}; P "

vB = {8, 1, 8];
ve = {8, 8, 1};
sg = out [v@, vgl;

se = out [v@, ve];

om = out[vg, vel;
Sl wtdC = WaitingTimeDistribution[ @, Eye [Length@L], Ly, 0@

+0s dois juntoss

Sg = kron[sg, 115 widE = WaitingTimeDistribution[ (@, Eye[Length@ ], Le, p0];

Se = kron[se, T] 3

=m = kron[omy T];

A = kron [Eye [3], a];

wtdM = WaitingTimeDistribution[ .9, Eye [Length@L], Lm, po];

Ad = kron [Eye[3], a']; wtdSUM = widC + widE +wEdM;
5z = kron [out [ve, ve] - out[vg, vE], I]3 z = LinearSolve[ (0, Vec&p0] ;
«Hamiltoniana«

pr = -UnTr [Ly.z]3

A
d
H= = 457 +ar +Ad.A+ g s (Ad.Zm+ A.ZM) + £ & (Ad +A)3 e il

«Liouvillianos pm = -UnTr[{m.z];
cops = {5g*, Se, 5z, Em, Al; {p¥s pes pm, wtdSUM} // Chop
rates = {J’g, Ie, r—(ﬁ, ¥y X};
> ]

£ =Liouvillian[H, cops, rates] // cf;

Figura B.1: Mdédulo de c6digo que usamos para extrair as probabilidades p., p. € pm,
bem como a soma das distribuicdes de tempo de espera associadas a cada uma delas.
Note que para obtermos os resultados do texto principal precisamos fazerI'c =1'y =1T'"e

AT:Ad:me:fyd):E:O‘
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capitulo 3), Ay, A,, g e £&. Dessas, a Unica que ndo apareceu explicitamente no nosso
texto foi 4, que tem a ver com a diferenga de potencial entre o sistema e o ambiente. A
escolha de v, = 0, bem como a presenga de v, € baseada na equacio mestra de [5], que
serd discutida ao longo dessa explanacao.

No tocante as varidveis que constituem a parte interna do Module (i.e., as que contri-
buem apenas para a modelagem das quantidades que serdo impressas, existindo apenas
dentro dessa estrutura), temos os operadores fermidnicos e bosdnicos, construidos no es-
paco de Hilbert H = Hp @ Hp, em que Hr € o espago de Hilbert dos férmions (no nosso
caso, sempre tridimensional) e Hz 0 dos bésons (cuja dimensdo € calibrada por n,,4..), 0
liouvilliano total £, responsdvel pela dindmica aberta do problema, com taxas dadas pela
lista de constantes rates e dissipadores caracterizados pela lista de operadores copes, o
livoulliano £, que carrega o setor dindmico sem pulos, o £; que carrega o setor dindmico
devido aos saltos j, a hamiltoniana [ que caracteriza a dindmica unitdria e os operadores,
as distribuicdes de tempo de espera Wtdj do canal j e a varidvel auxiliar z. Novamente,
vale olhar a Figura B.1 para maior clareza.

Tendo devido o Module sob essas condicdes, podemos prosseguir para a descricao
qualitativa de seu funcionamento. Dada a hamiltoniana H, os copes e os rates, o co-

mando Liouvillian extrai uma matriz £ que represente o superoperador

Lp= =i |H,p| +TyDls}p+ To.Dls.lp +7-Dlo}] + 5 Dlos) + kDlalp  (B.1)

por intermédio de processos de vetorizacdo da equacdo mestra [18]. Com isso, e defi-
nindo os superoperadores de pulo £; como matrizes pelo comando JumpOp (que aplica
o mesmo processo de vetorizacdo mencionado acima), podemos conceber £, usando a

expressao

Lo=£- Y ;. (B2)

j:'er:*
Feito isso, o célculo das distribui¢cdes de tempo de espera sdo dados pelo comando
Waiting TimeDistribution, que pega o estado inicial p = p(()l) = |¢1) (vo| € os superopera-

dores vetorizados Ly, £; e L, e performa

Tr{ﬁjeﬁotﬁkp}

WaitingTimeDistribution|t, Lo, Ly, L:, p| — ,
itingTimeDistribution[t, Lo, Ly, L;, p) T {Lp)

(B.3)
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em que L é a identidade nas dimensdes de L, no nosso caso. Com isso, Somos capazes
de extrair todas as distribui¢des de tempo de espera e, consequentemente, wtdSU M.

Os calculos das probabilidades p.,, p. € p— s@o feitos usando a varidvel auxiliar z, pelo
comando LinearSolve, que resolve uma equacio matricial na forma M X = B para uma
matriz X (no nosso caso, ela encontrard L, 1. Para tal, devemos definir £ cOmo um vetor,
de sorte que o superoperador £, seja uma matriz. Assim, as probabilidades p; sdo dadas
pela realiza¢do do trago da forma matricial do superoperador £; multiplicada por z.

Tendo as probabilidades e as distribui¢cdes de tempo de espera em maos, o restante
dos resultados apresentados no capitulo 5 podem ser obtidos por métodos convencionais
(soma, integral, mudanga de varidvel, esboco de graficos, etc.), de modo que nao precisa-

mos discorrer mais sobre o c6digo que usamos.

71



Bibliografia

'H.-P. Breuer, F. Petruccione et al., The theory of open quantum systems (Oxford Uni-
versity Press on Demand, 2002).

2W. G. Van der Wiel, S. De Franceschi, J. M. Elzerman, T. Fujisawa, S. Tarucha e L. P.
Kouwenhoven, “Electron transport through double quantum dots”, Reviews of modern
physics 75, 1 (2002).

’D. Roberts e A. A. Clerk, “Driven-dissipative quantum Kerr resonators: New exact solu-
tions, photon blockade and quantum bistability”, Physical Review X 10, 021022 (2020).

4C. Xu e M. G. Vavilov, “Full counting statistics of photons emitted by a double quantum
dot”, Physical Review B 88, 195307 (2013).

SD. Zenelaj, P. P. Potts e P. Samuelsson, “Full counting statistics of the photocurrent
through a double quantum dot embedded in a driven microwave resonator”’, Physical
Review B 106, 205135 (2022).

ST. Brandes, “Waiting times and noise in single particle transport”, Annalen der Physik
520, 477-496 (2008).

’G. T. Landi, M. J. Kewming, M. T. Mitchison e P. P. Potts, “Current fluctuations in open
quantum systems: Bridging the gap between quantum continuous measurements and
full counting statistics”, arXiv preprint arXiv:2303.04270 (2023).

8P. A. M. Dirac, The principles of quantum mechanics, 27 (Oxford university press,
1981).

°I. Rotter, “A non-Hermitian Hamilton operator and the physics of open quantum sys-
tems”, Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 42, 153001 (2009).

K. Gottfried, Quantum mechanics: fundamentals (CRC Press, 2018).
'"M. A. Nielsen e I. Chuang, Quantum computation and quantum information, 2002.

I2R. Shankar, Principles of quantum mechanics (Springer Science & Business Media,
2012).

13G. Lindblad, “On the generators of quantum dynamical semigroups”, Communications
in Mathematical Physics 48, 119-130 (1976).

14V. Gorini, A. Kossakowski e E. C. G. Sudarshan, “Completely positive dynamical se-
migroups of N-level systems”, Journal of Mathematical Physics 17, 821-825 (1976).

5B. 0. Goes, “Wehrl entropy production theory for non-equilibrium quantum systems”,
tese de dout. (Universidade de Sdo Paulo, 2020).

16S. Weinberg, The quantum theory of fields, vol. 2 (Cambridge university press, 1995).

72



Bibliografia

17]. P. Santos e G. T. Landi, “Microscopic theory of a nonequilibrium open bosonic chain”,
Physical Review E 94, 062143 (2016).

8G. T. Landi, E. Novais, M. J. De Oliveira e D. Karevski, “Flux rectification in the quan-
tum X X Z chain”, Physical Review E 90, 042142 (2014).

19W. Khan, P. P. Potts, S. Lehmann, C. Thelander, K. A. Dick, P. Samuelsson e V. F. Maisi,
“Efficient and continuous microwave photoconversion in hybrid cavity-semiconductor
nanowire double quantum dot diodes”, Nature communications 12, 5130 (2021).

20M. W. Zemansky e R. H. Dittman, Heat and thermodynamics, 1998.
2D, Walls e G. Milburn, Quantum Optics (Springer Berlin Heidelberg, 2008).

73



	Sistemas Quânticos Abertos
	Da Matriz Densidade (ou Operador Estatístico)
	Dos postulados da Mecânica Quântica revisitados
	Da dinâmica de sistemas abertos
	Dos sistemas bosônicos e fermiônicos
	Cavidade de Kerr
	Pontos Quânticos


	Equações Mestras
	Da Derivação da Equação Mestra
	Da Equação Mestra Global para uma Rede de Férmions

	Cavidade Óptica Acoplada com um Ponto Quântico Duplo
	Estatística de Tempo de Espera
	Estatística de Tempo de Espera para uma Cavidade Óptica Acoplada com um Ponto Quântico Duplo
	Cenário de um Único Fóton
	Cenário de Dois Fótons

	Conclusão
	Detalhando os Cálculos Feitos para a Derivação da Equação Mestra 
	Breve Explanação do Raciocínio por trás do uso do Wolfram Mathematica 

