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“... Afirman que la operacion de contar modifica las cantidades y las
convierte de indefinidas en definidas. El hecho de que varios individuos que
cuentan una misma cantidad logran un resultado igual, es para los psicologos
un ejemplo de asociacion de ideas o de buen ejercicio de la memoria. Ya
sabemos que en Tlon el sujeto del conocimiento es uno y eterno.”

— Jorge Luis Borges



Abstract

A series of simulations of the quantum trajectories of open systems under continuous
measurement were carried out. These systems were composed of two entangled qubits,
connected to two external baths. Two types of system-baths couplings were used: model
1, in which both baths interacted only with a single qubit, and model 2, in which each
bath interacted with a different qubit. The probability distribution of the interactions
of the first model behaved as a Markov process, while, for the second model, it could
have an arbitrarily long memory of previous interactions due to internal degeneracies.
The simulations were done using the Melt! library of Wolfram Mathematica. The goal
was to analyze the dependency of the dynamical properties of the systems on all the
coupling parameters (between the qubits, between the system and baths and between the
system and the measuring device), as well as to explore any non-trivial property that may
arise when only parts of the system are being monitored. Two measurement protocols
were simulated: a direct detection of quantum jumps, and a diffusive measurement via
a Quantum Point Contact. The conditional density matrix of each individual trajectory
was estimated for all time steps given the simulated measurement results, as well as other
time-dependent variables like the von Neumann entropy and occupation of the qubits.
Finally, quantities like the waiting time distribution, dynamical activity and noise were
computed by marginalizing a large number of long simulations, and compared to the
expected probability distribution of the system, when possible.

Keywords: Open Quantum Systems; Quantum Master Equation; Quantum Measurement;
Quantum Point Contact; Quantum State Simulation.
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Resumo

Uma série de simulagdes das trajetérias quanticas de sistemas quanticos abertos sob me-
dicao continua foram realizadas. Esses sistemas eram compostos por dois qubits emara-
nhados, conectados a dois banhos externos. Dois tipos de acoplamento sistema-banhos
foram empregados: o modelo 1, onde ambos os banhos interagiam com um tnico qu-
bit, e o modelo 2, onde cada banho interagia com um qubit distinto. A distribui¢do de
probabilidades da interacdo no primeiro modelo se comportava como um processo de
Markov, enquanto que as no segundo modelo podiam ter memoria arbitrariamente longa
de interacdes anteriores, em fun¢do de degenerescéncias do sistema. As simulagdes fo-
ram realizadas com a biblioteca Melt! do Wolfram Mathematica. O objetivo era analisar
a dependéncia das propriedades dindmicas do sistema em todos os acoplamentos (entre
os qubits, entre o sistema e os banhos, e entre o sistema e o aparato de medi¢ao), além
de explorar as propriedades nao-triviais que aparecessem quando monitorava-se apenas
uma parte do sistema. Dois protocolos de medi¢cdo foram simulados: a deteccdo direta de
saltos quanticos e a medida difusiva, por meio de um Ponto de Contato Quéntico. A ma-
triz densidade condicionada de cada trajetdria individual foi estimada para cada passo, em
func¢ao dos resultados de medicao simulados, assim como outras varidveis dependentes do
tempo, como a entropia de von Neumann e a ocupacao dos qubits. Por fim, quantidades
como a distribui¢ao do tempo de espera, a atividade dinamica e o ruido foram calculados,
marginalizando uma grande série de simulacdes longas, e os resultados foram compara-
dos com os seus valores esperados da distribui¢do de probabilidades do sistema, quando
possivel.

Keywords: Sistemas Quanticos Abertos; Equacdes Mestras Quanticas; Medida Quantica;
Ponto de Contato Quantico; Simulacio de Estados Quanticos.
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Introducao

Existe uma aparente contradi¢do inerente a mecanica quantica: por um lado, ela é frequen-
temente descrita como a teoria cientifica com maior poder preditivo de todos os tempos
[1, 2], mas, por outro, quando medimos um sistema quantico, na maioria dos casos € im-
possivel saber de antemao qual vai ser o resultado dessa medicdo. Mesmo sendo possivel
calcular com precis@o impar a probabilidade de cada resultado possivel, qual dentre eles
serd detectado em uma medicao especifica permanece o mais completo mistério. Até hoje
nao foi encontrada uma descri¢c@o deterministica efetiva para o que leva um sistema quan-
tico a colapsar a um ou a outro estado — pelo contrério, ja foi provado de mais de uma
forma que uma descri¢c@o desse tipo nem sequer € condizente com a teoria atual [3, 4].

Durante as primeiras décadas do desenvolvimento da mecanica quantica, esse pro-
blema era de ordem majoritariamente filoséfica e epistemoldgica. Alguns exemplos des-
ses debates ficaram imortalizados na historia da fisica, como o artigo de Einstein, Po-
dolsky e Rosen de 1935 [5], a resposta de Bohr [6], os multiplos livros de Heisenberg ou
Schrodinger, ou teorias que a principio soam quase exotéricas, como a interpretagdes de
muitos mundos de Everett [7].

No entanto, a medida que os fisicos foram se deparando com problemas concretos,
tanto experimentais quanto tedricos, e em dreas tdo diversas quanto a 6tica [8] e a compu-
tacdo [9], foi preciso encontrar maneiras de modelar matematicamente esses comporta-
mentos metafisicamente inexplicdveis. Pode-se dizer que as perguntas mais fundamentais,
como a natureza da “observacdo” e do colapso da fun¢do de onda na mecanica quéntica,

continuam no ar, mas o progresso provocado pela teoria da informacao quantica foi
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suficiente para desencadear o que hoje é conhecido como a ‘“segunda revolu¢do quan-
tica” [10], possibilitando aplicagdes praticas (ou, a0 menos, o potencial para tanto em um
futuro préximo) em tecnologias como sensores [11], computadores [12, 13], comunica-
cdo segura a longa distancia [14], e até em dreas anteriormente quase inacessiveis para a
quantica, como a gravitagao [15, 16].

Comecaremos, nos primeiros dois capitulos, com uma breve introdu¢do a duas dreas
fundamentais da teoria da informacao quantica: a teoria da medida quéntica e a de siste-
mas quanticos abertos. A fun¢do dessa introdugio serd justificar fisica e matematicamente
varios dos argumentos e escolhas feitos nos capitulos posteriores. Muito do seu contetido
ndo sera diretamente utilizado nas simulagdes (como a dilatagdo de Stinespring ou 0 mo-
delo colisional), e o leitor ja bem familiarizado deve se sentir livre para pular diretamente
para o capitulo 4. Meu objetivo, no entanto, era que qualquer bacharel em fisica fosse
capaz de acompanhar este trabalho sem muita dificuldade. Julguei necessério fazer uma
introducdo desse tipo porque € a minha impressao pessoal que muito (principalmente
da teoria de sistemas quanticos abertos) do que parece a primeira vista um conjunto de
escolhas arbitrarias, tem, na verdade, uma motivacao fisica bastante acessivel por tras.
Comegar direto com a dedugdo da equacdo estocastica de Schrodinger (capitulo 4) teria
talvez sido suficiente para a compreensao do modelo, mas dificilmente deixaria o leitor
iniciante satisfeito.

No capitulo 2, trataremos da teoria da medida quantica [17, 18], que possibilita,
dentre outras coisas, o estudo de sistemas quanticos medidos indiretamente, por meio do
operador de medicdo generalizado. Experimentalmente, ndo é possivel ter acesso direto
ao sistema em si sem destrui-lo, mas € possivel estimar indiretamente o seu estado pelo
modo como interage com um sensor. Se queremos entender como sistemas no mundo
real se comportam, devemos ser capazes de modelar como medi¢des reais evoluem um
sistema.

Na sequéncia, no capitulo 3, estudaremos a teoria de sistemas quanticos abertos
[19], que modela sistemas quénticos em interacdo com o ambiente externo. Como mos-
traremos, nem a equacgdo de Schrodinger, nem a de von Neumann, sdo capazes de modelar
as dindmicas irreversiveis de sistemas abertos, entdo todo um novo formalismo teve que

ser desenvolvido: a equagdo de Lindblad. Novamente, isso € de interesse também pra-
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tico: como € quase impossivel manter qualquer objeto completamente isolado (e, como
veremos, o proprio ato de medir € de certa forma uma violagdo desse isolamento), é de
vital importancia ser capaz de entender como o sistema evolui nessas circunstancias.

Em particular, nosso objetivo neste trabalho € estudar a evolugdo de sistemas quanticos
abertos individuais sob monitoramento continuo. “Monitoramento continuo” (ou apenas
“monitoramento’) significa que, a cada intervalo infinitesimal de tempo, uma medida €
realizada no sistema, devolvendo para o observador um resultado. Como veremos, se
uma série de condicdes for satisfeita, podemos utilizar o formalismo de sistemas quanti-
cos abertos para descrever a evolu¢do média do sistema sob monitoramento continuo. No
entanto, as evolucdes individuais do sistema (ou trajetérias, como sao chamadas) muitas
vezes apresentam comportamentos ndo triviais (como o efeito de Zeno quantico [19], por
exemplo), que se cancelam e ndo sdo identificaveis na evolucdo média. Como continua
impossivel prever as evolugdes individuais, precisamos, para analisar as propriedades das
trajetdrias, simular numericamente a evolucio dos sistemas, determinando estocastica-
mente o resultado de cada medi¢do (seguindo a distribui¢do de probabilidades calculada
com a equacao de Lindblad), condicionando o estado do sistema, em cada instante, a toda
a série de resultados anteriores.

As simulacdes das trajetdrias desse sistema aberto de dois qubits continuamente mo-
nitorado, e suas respectivas andlises, consistem nos resultados originais da presente dis-
sertacdo. Utilizaremos dois protocolos de medi¢do, deteccao direta e medida difusiva,
representantes dos dois tipos de processos estocdsticos mais comuns: 0 processo pontual
e o difusivo, respectivamente. Para cada conjunto de parametros, estudaremos tanto as
varidveis mensuraveis em evolugdes individuais dos sistemas (como a ocupacao e a en-
tropia de von Neumann dos qubits), quanto compararemos valores médios, extraidos de
um grande nimero de simula¢des distintas, com as suas distribui¢des esperadas, calcu-
ladas analiticamente utilizando métodos da teoria de sistemas quanticos abertos (como a
atividade dinamica e a distribuicdo de tempos de espera entre pulos) [20].

No capitulo 4 introduziremos o primeiro protocolo de medicao: a detec¢ao direta de
saltos quanticos, onde as trocas de energia entre o ambiente e o sistema sao diretamente
identificadas, e o sistema evolui condicionado a elas. O capitulo 5, traz os resultados e a

andlise das simulagdes.
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No capitulo 6 é apresentado o segundo protocolo: a medida difusiva, modelando um
tipo de detector real chamado de Ponto de Contato Quantico (QPC, no acréonimo em
inglés) [21], onde a ocupacdo de um dos qubits pode ser estimada em fun¢do da variagao
que ela provoca na corrente elétrica do QPC. Os resultados e a andlise dessas simulacdes
serdo apresentados no capitulo 7.

Por fim, o capitulo 8 traz as conclusdes e perspectivas para estudos futuros.



2

Teoria da medida quantica

Muito do que faz dos sistemas quanticos um tema de estudo interessante € a sua natu-
reza inerentemente estatistica. Ouvimos desde antes de entrar na faculdade (muitas vezes
de maneira bastante precipitada, quando nao puramente falsa) como no mundo qudntico
“tudo estd em uma superposi¢cdo de todos os estados possiveis” até aparecer um observa-
dor e, como em um passe de magica, colapsar o sistema em um Unico estado concreto.
Por mais mistico que soe, nada disso é de todo falso, mesmo que confusdes e interpreta-
coes objetivamente erradas sejam frequentes. Muito da dificuldade reside no fato de que
todas as partes da frase acima estdo, da maneira como foram postas, extremamente mal
definidas — e que nao se pense que essa falta de rigor € exclusiva a explicacdes leigas,
mesmo aqueles com bacharel em fisica dificilmente poderiam explicar o fendmeno apa-
rentemente axiomatico do colapso da fun¢do de onda ao se realizar uma medig¢do, definido
por um dos quatro postulados da mecanica quantica [22]: quando medimos a quantidade
fisica (2, representada pelo operador Hermitiano ), uma particula no estado [¢) evolui
imediatamente para um dos autoestados |w) de O—o que, inclusive, entra em conflito
com outro dos postulados, visto que essa evolugdo |¢)) — |w) ndo satisfaz a equagdo de
Schrédinger por ser descontinua e irreversivel (exceto se [¢)) = |w)) [17]. A evolugdo no
sistema provocada pelo ato de medir € de carater fundamentalmente distinto das evolucdes
provocadas por Hamiltonianas. Existe uma contradi¢do ai, pois por um lado a medig¢ado s6
faz sentido se assumirmos que a informagao € extraida de um dominio quéntico para um
dominio cldssico, mas, por outro, o0 dominio cldssico ndo pode ser inerentemente distinto

do quantico, visto que se trata apenas da aproximacao deste para o limite macroscépico.
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O corte de Heisenberg, como € chamada a escala em que podemos tratar um sistema como
puramente cldssico, deveria ser apenas uma ferramenta para simplificagdo de contas, nao
uma fronteira fisica. Esse paradoxo ndo pode ser subestimado, ele esta por trds de hip6-
teses extremamente ambiciosas como a da interpretagdo de muitos mundos da mecanica
quantica, de Hugh Everet [7]. “O que ¢ uma medida na mecanica quantica” nunca fica
muito claro mesmo nos cursos intermedidrios.

Este capitulo tomou como base principalmente os livros Quantum Measurement and
Control [17], de Howard M. Wiseman e Gerard J. Milburn, e The Theory of Open Quan-
tum Systems [19], de Heinz-P. Breuer e Francesco Petruccione. Alguns dos temas tratados
a seguir soardo talvez bésicos demais para uma dissertacdo que ndo tem como foco prin-
cipal teoria da medida per se, mas se faz necessdrio apresentd-los mais por uma questao
epistemoldgica do que fisica ou matematica. Paradigmas como a subjetividade da proba-
bilidade ou a perspectiva operacional da mecdnica qudntica podem até soar como meras
curiosidades filosoficas, mas possuem consequéncias concretas nas matrizes de estado,
presentes no final deste trabalho.

Mas, antes de podermos propriamente discutir mecanica quantica, precisamos recuar
um pouco. Para se poder apreciar, de fato, aquilo que faz dos sistemas quénticos tao

diferentes, precisamos primeiro ter bem claro como um sistema cldssico se comporta.

2.1. Teoria da medida classica

2.1.1. Probabilidade classica

Comecemos definindo alguns conceitos: a configuracdo de um sistema é o conjunto de
suas varidveis (e.g. posicdo e momento de uma particula), e os possiveis valores dessas
variaveis formam o espaco de configuracdes S do sistema. Se temos um conjunto de N
particulas com posi¢do e momento livres nas trés dimensdes, por exemplo, esse espaco
de configuracdes serd R%"; j4 se o sistema for uma moeda, a varidvel bindria X € S =
{cara, coroa}, etc.

Agora definamos o conceito de estado de um sistema classico: ele € a distribuicdo
de probabilidade no espaco de configuracgdes, e representa o conhecimento do observador

sobre o sistema. Esta segunda afirmacdo € significativa: assim como no livro de Wise-
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man e Milburn [17], adotaremos a perspectiva de que as probabilidades sdo subjetivas,
i.e. dependem do observador e de seu conhecimento do objeto sendo medido, e ndo sao
uma propriedade inerente dele. Ou seja: dois observadores com conhecimentos diferentes
poderdo estimar estados diferentes para o mesmo sistema (desde que esses estados sejam
consistentes entre si, como serd definido mais adiante), além do fato de que a simples
aquisicao de informacao poderda mudar imediatamente esse estado. Isso pode parecer um
detalhe quase filoséfico, mas veremos, mais adiante, consequéncias diretas desse para-
digma para a evolucao da matriz de estado dos sistemas que simularemos.

Pr[-] dd a probabilidade de um evento acontecer. Assim, se X for uma varidvel
discreta, a probabilidade dela ter o valor x € S é Pr[X = ]!, que por simplicidade cha-
maremos de g(z). Se, por outro lado, X for uma varidvel continua, entdo devemos definir
©(x) como uma densidade de probabilidade tal que p(x) dz = Pr[X € (z,z + dz)]. Em
ambos o0s casos, a fungdo () representa o estado do sistema para todo valor de .

Em um sistema cldssico, um observador capaz de realizar uma medida perfeita de X
obteria, e.g., um valor z e teria conhecimento completo sobre o sistema. Nao restaria
margem nenhuma para incerteza. O estado passaria a ser uma fungdo 6 de Kronecker
o(x) = 0,z caso X seja discreta, ou ¢ de Dirac p(z) = d(z — Z) caso seja continua.

Deste ponto em diante nos limitaremos a tratar somente das varidveis discretas, pois
sdo as Gnicas que serdo empregadas neste trabalho. E bom ter em mente, contudo, que
todos os conceitos apresentados a seguir podem facilmente ser reescritos para varidveis
continuas.

Entretanto, em geral (e em especial na quantica) o que de fato aferimos ndo € o sis-
tema em si, mas sim um aparato de medicao cuja varidvel Y de alguma maneira é corre-
lacionada a varidvel X do sistema, podendo ser obtida dessa conexdao uma dependéncia
estatistica [17]. Assim, ao medirmos o aparato obtemos um resultado y com probabi-
lidade p(y), o que pode nos levar a descobrir indiretamente a configura¢do do sistema.

Contudo, quase sempre essa correlacao nao € perfeita e algum ruido se introduz entre a

'Formalmente, uma varidvel aleatéria X é um mapa
X:Q0—-R, 2.1

onde ) é o nosso espago amostral que contém os eventos cuja probabilidade estamos medindo. Assim,
dado um evento w € 2, X(w) = = € R, onde chamamos x da realiza¢do da varidvel aleatéria X .
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nossa medi¢do e o sistema. Esse ruido pode ser modelado como uma segunda varidvel
aleatéria = com distribui¢do de probabilidade ((¢), e a varidvel de nosso aparato é dada
por uma fung¢do tanto de X quanto de =.

Como, entdo, poderemos saber qualquer coisa sobre o sistema se ndo podemos acessa-
lo diretamente? Aqui entra em jogo a inferéncia Bayesiana [17]. Consideremos primeiro
o caso de medida ndo-perturbadora, ou seja, que, medindo Y, ndo altera X. Lembre,
contudo, do que foi dito anteriormente: posto que hd uma conexdo entre a varidvel do
aparato e a do sistema, e que essa conexao ¢ conhecida, descobrir algo sobre Y nos leva a
aprender algo sobre X. Portanto, mesmo que este tltimo ndo mude, o estado do sistema
o(x) é atualizado.

Ou seja, estamos tratando, na verdade, do estado condicional do sistema (as vezes
também chamado de estado a-posteriori ou posterior). Relembremos a defini¢do de pro-

babilidade condicional [17]:

Pr(An B)

Pr(A|B) = W7

(2.2)

onde Pr(A|B) é a “probabilidade de ocorréncia do evento A dado que ocorreu o evento

B”. Aplicando essa regra duas vezes, chegamos ao feorema de Bayes [17]:

plyle)p(@)

2.3
o(y) (23)

o' (xly) =

Usaremos aqui o apostrofe para indicar o estado condicionado a medi¢do. Com a equagao
(2.3) podemos inferir o estado a-posteriori do sistema ¢'(z|y) em fungdo do seu estado
a-priori p(x) e da estatistica do aparato.

Esta tltima é dada por duas partes. Primeiro requeremos que p(y) = >, o(y|z)p(x)
para que o estado condicionado do sistema seja normalizdvel. J4 a probabilidade condici-
onal p(y|x) é obtida marginalizando os efeitos do ruido na varidvel do aparato.

Seja G’ uma funcdo de saida que descreve como as varidveis do ruido e do sistema

determinam a variavel do aparato: Y = G(X, Z). Assumindo que GG deve ser inversivel,
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o ruido pode ser descrito como = = G71(X,Y):

plyle) =Y olz.&p&) =Y dyawop(©)
3

£
= Z 5§,G—1(x,y)p(£) = p(g = Gil(g’yy))? (24)
3

onde p(z := a) = {p(x) : x = a}*. Podemos, portanto, reescrever (2.3) para o caso da

medicao ruidosa como [17]:

p(€ = G‘l(x,y))p(x)'

2.5
o(y) ()

o' (zly) =

Marginalizando esse resultado nas medi¢des do aparato (ou seja, tirando a média pon-
derada dos resultados, andlogo a distribuicdo de probabilidade que obteriamos se reali-
zassemos uma medicao mas ignordssemos o seu resultado), obtemos o estado posterior

ndo condicionado:
o' (x) =Y ¢ @lyely) =D o& =G (zy)p(). (2.6)

Caso a medida seja de fato ndo-perturbadora, esperamos que ¢'(z) = p(x), ou seja:
se realizamos uma medicdo mas ignoramos seu resultado, o estado do sistema nao deve

mudar. Isso estd de acordo com o nosso paradigma da subjetividade da probabilidade.

2.1.2. Medida perturbadora

Podemos ser mais gerais, contudo. Até agora, tratou-se apenas de medi¢des nao-perturba-
doras, mas podemos incluir no teorema de Bayes medidas que, ao serem realizadas, pro-
vocam alteracdes no sistema, conhecidas pelo nome em inglés: back-actions. Fazemo-lo
incluindo operagdes B, (x2|z1) que agem apés a aplicagdo de (2.3), e correspondem a
probabilidade de que o resultado Y = y da medida provoque a transicao do sistema do
estado em que X = x; para o estado em que X = x.

Por exemplo: seja p(z) o estado de um sistema com varidvel discreta X que pode

’Estamos empregando a notagio utilizada por [17]: as letras maitisculas sio varidveis e as mintsculas
sdo valores. Portanto, z = a significa dizer que z, que € a realizacio da varidvel X, seja ele qual for, aqui
em particular é igual a um valor especifico a.
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assumir qualquer configuracdo no espago {0, 1, ... ,n — 1} e seja Y o resultado de uma
medida. Neste caso, a opera¢do B, serd uma matriz com elementos B, (x2|z;) tal que,
para todo y, 1 € xa, By(za]x1) > 0e ng B, (x2|z1) = 1. Isso faz sentido fisico: se essa
¢ uma matriz de probabilidades de transicdo de um estado x; para o outro z» em fungdo
do resultado y da medicdo, queremos que todas sejam positivas e que dado um estado
inicial a soma das probabilidades de transi¢do para estados finais seja um.

Queremos agora achar o estado a-posteriori ©'(z3]y), ou seja, do estado ndo s6 em
funcdo da mudanca em nosso conhecimento sobre o sistema devido ao resultado que
obtivemos ao medi-lo, mas também tendo em mente como essa medicao possivelmente
alterou o valor da varidvel X. Em outras palavras, para sabermos a probabilidade de apds
a medicdo X = x, temos que levar em conta todos os estados inicias X = x; que ao

serem medidos podem evoluir para X = z, com probabilidade B, (x3|z;):

x2|y ZB 932|$1 x1|y ZB $2|901 %)(:1}1) 2.7

Evidente que recuperamos a equagao (2.3) quando B, (22,21) = 0z, 4, -

Contudo, ndo tem muito por que separar a evolucao no estado provocada pelo aumento
de nosso conhecimento sobre o sistema da evolugdo X = x; — X = x5 do préprio
sistema provocada pela back-action da medicao, visto que tudo que temos acesso de fato
€ o resultado y e o que podemos inferir sobre o estado p. Definamos, portanto, o mapa de

evolugdo [17], que ndo discrimina entre ambos 0s casos:

O, (w2]z1) = By(w2]|21)0(y|71). (2.8)

Note que O, (z2|z1) nos leva de um estado a-priori o(x;) a um estado a-posteriori (ndo
normalizado) ¢ (w2|y) = >, O,(x2|71)p(71). Mapas desse tipo, que levam estados a
estados, sdo chamados de mapas positivos [9, 17]. Para normalizd-lo, multiplicamos por
> w2 2w, Oy(r2]1)0(71) = 9(y), Ou seja: marginalizando sobre todas as transi¢des pos-
siveis e ponderando pelo estado inicial, tudo que nos resta € a probabilidade do resultado
da medicdo ser Y = y.

E interessante, contudo, dar mais um passo e tentar reescrever esses mapas em fun-

cdo unicamente do estado final e do resultado da medida, pois frequentemente nao nos

10
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interessa o valor inicial x;. Usamos que

d o) =1= > Oylaslz)p(x) =1=> o(a). (2.9)
Y Y,21,%2 T2
Para recuperar a dependéncia no resultado da medida, introduzimos um conjunto de ve-

tores { E,(x)} que satisfazem a condi¢do de completude [9, 17]:
Vo, Y E,(z)=1 (2.10)
Yy
Ou seja, temos, portanto, a igualdade:

ZEy(@)@(%) = Zzoy(%’%l)@(l’l), (2.11)

T2 1

que, para o caso discreto descrito acima, serd um vetor de dimensdo n e elementos posi-
tivos E,(x) = p(y|x).
A condicdo de completude (2.10) e O, ser um mapa positivo sdo as inicas condigdes

que necessitamos impor aos mapas que descrevem medida perturbadora.

2.2. Teoria da medida quantica

Na mecanica estatistica cldssica, a impossibilidade de se fazer uma medida perfeita, que
retorne um conhecimento completo sobre a configuracdo do sistema, é majoritariamente
um desafio pratico. Mesmo para varidveis continuas, onde qualquer resultado é uma
aproximacdo, € sempre possivel (a0 menos na teoria) aumentar a precisao € se aproxi-
mar progressivamente da resposta. Na mecénica quantica, contudo, essa impossibilidade
¢ intrinseca a teoria. Para alguns sistemas, mesmo uma medida que retorne o maximo
possivel de conhecimento sobre ele ainda ndo vai ser deterministica. O estado de co-
nhecimento completo ainda € probabilistico: uma unica configuragdo € possivel, mas ela
ainda € uma distribui¢ao de probabilidades.

A explicagdo natural para esse dilema seria a da existéncia de varidveis ocultas [5]
que mesmo ndo podendo ser medidas, interferem nos resultados. Essa resposta, contudo,

levanta alguns desafios significativos. John Bell j4 mostrou em seu famoso artigo de 1964
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[4] (depois de uma prova menos completa de von Neumann, ainda em 1932 [3]) que a
dinamica das distribuicdes de probabilidade de um sistema quantico se comporta de ma-
neira mensuravelmente distinta da de um sistema clédssico de conhecimento incompleto,
produzindo distribui¢des de probabilidade impossiveis seguindo somente as leis da fisica
classica. Pela comprovacdo experimental dessa desigualdade, inclusive, receberam A.
Aspect, J. F. Clauser e A. Zeilinger o prémio Nobel da fisica de 2022 [23]. De maneira
simplificada, a desigualdade de Bell — ou sua versdao mais comum, a desigualdade de
CHSH (sigla para J. Clauser, M. Horne, A. Shimony e R. Holt) [24] — mostra que se
assumirmos, como se espera na fisica cldssica, que essas varidveis ocultas sejam tanto lo-
cais (ou seja, ndo podem influenciar instantaneamente outras varidveis distantes) quanto
realistas (essas varidveis existem independentemente de as estarmos medindo ou nao)
impde-se limites superiores a distribuicdes de probabilidades que podem ser — e foram
— experimentalmente violados. E necessario, deste modo, abandonar uma dessas duas
hipéteses. Se se deseja preservar a suposi¢do da existéncia de varidveis ocultas realistas,
deve-se abandonar a localidade.

Vamos contornar, no entanto, esse vespeiro adotando uma outra perspectiva, chamada
pela referéncia [17] de operacional, que € tratar a mecanica quantica como uma caixa
preta, ignorando se existem ou ndo varidveis ocultas por tras dela. Ela, sob esse modelo,
¢ simplesmente um algoritmo para prever as probabilidades dos resultados das medig¢des.

Assim, o estado qudntico corresponde ao nosso conhecimento sobre o resultado es-
perado de medidas do sistema. Como no caso cléssico, observadores com informagdes
diferentes sobre o sistema podem chegar a estados diferentes. A uUnica condi¢do € que
esses estados sejam consistentes entre si [17]. Definamos esse termo: uma colecdo de
estados {p;} € consistente entre si se existe um real positivo € e um estado puro [¢)) * tal
que

o; = p; —€lY)y| € um operador positivo para todo j. (2.12)

Ou seja, todo estado observado p; corresponde a uma mistura (no sentido quéntico) entre
um estado puro |1/)(1)| e outro estado ¢;. Note que se aplicarmos aos trés elementos da

equacdo acima as propriedades que toda matriz densidade deve satisfazer — (i) Tr[p] =

3Lembramos que um estado puro corresponde a um estado de conhecimento maximo sobre um deter-
minado sistema
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1 > Tr[p?] e (ii) “todo autovalor de p é ndo negativo” — quanto mais puro um dos
elementos de {p; } for, mais restrito o conjunto serd. Em particular, se um p; € {p,} for
puro, a condi¢do (2.12) apenas sera satisfeita se o o< |¢)(¢| Vj’, o que implicard que p;/
¢ o tnico elemento puro da colecdo {p;}. Analogamente, dado um estado maximamente
misto pjn = %, onde d € o nimero de dimensdes do espago de Hilbert e I a sua identidade,
qualquer estado puro € consistente com ele. Isso faz bastante sentido fisico: estados
puros contém unicamente a incerteza quantica de um sistema, enquanto estados mistos
contém a incerteza clissica entre os seus estados puros. Se temos 0 maximo de informagao
possivel sobre um sistema (um estado puro), outro observador que s6 pode obter uma
distribui¢do diferente em caso de maior ignorancia sobre ele; ja se temos 0 minimo (um
estado maximamente misto), ndo podemos afirmar nada e qualquer estado € igualmente

possivel.

2.2.1. Medida projetiva

O exemplo mais simples de medida quantica é a medida projetiva: Seja uma quantidade

fisica A associada a um operador A. Este pode sempre ser diagonalizado em alguma base:
A=Y "L (2.13)
A

(andlogo para o caso continuo. Ainda trataremos aqui apenas do caso discreto por simpli-
cidade, visto que medida quantica ndo é o foco principal dessa dissertacdo) onde {\} sdo
os autovalores de A, todos reais. IT, é chamado de projetor. Se o espectro deles nao for
degenerado, esses projetores serdo de ranque 1, ou seja: estados puros |[A)A|. Contudo,

mesmo que sejam degenerados, projetores sempre satisfazem a condicdo de completude:

d
Z I, = I, (2.14)
=1
onde [[; é a matriz identidade d X d, e a condi¢cdo de ortonormalidade:

LIy = 8y 01, (2.15)
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Duas propriedades importantes das medidas projetivas sd@o a probabilidade p) de se

obter o resultado A da medida e o estado condicionado p, apds a medicao de duragdo 7"

ﬂ)\p<t)ﬂ)\
oat)

A

or(t) = Tr [p(t)m], P+ T) = (2.16)

isto é: o estado final é uma projecao do inicial no subespaco gerado pelo projetor IT, cor-
respondente ao resultado da medida. Este é o assim chamado colapso da funcdo de onda.
A implica¢do mais imediata € que se o mesmo observavel do sistema for medido nova-
mente, sem dar tempo para que evolua, deve retornar o mesmo resultado A (consequéncia
da aplicacdo de (2.15) a (2.16)) e o estado condicionado a essa segunda medi¢@o ndo ird
mudar com relagdo ao a primeira.
Podemos agora reintroduzir o estado a-posteriori nao condicionado, andlogo quantico
a equacdo (2.6):
Pt+T) =Y ot +T), (2.17)
A

que ¢ o estado do sistema apds ser realizada uma medi¢do cujo resultado ignoramos. @)
e p), sdo tais quais definidos na equagéo (2.16).

Note que estamos necessariamente introduzindo incerteza cldssica no sistema, por-
tanto, apesar do trago ser preservado, a pureza Tr[p?] é em geral menor do que a do
estado anterior a medicdo (inclusive, se p for puro, p’ serd misto, exceto se p = I, para

algum M), pois

JE+T) =3 b (t+T) = 3 Tap(t)1,

2
— Tr[(p)?] = Tr (Z ﬂxpE) 2T 12 2.18)
A

(i) .
< Tr [H,\} Tr [pQ] ="Tr [pQ],
=1

onde em (7) usamos a ortonormalidade dos projetores e a ciclicidade do traco e em (i) a
desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Ou seja: a evolugdo ndo condicionada por medida projetiva, diferentemente das evo-
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lucdes unitarias descritas pela equacdo de Schrodinger, € em geral um processo que au-
menta a entropia de um sistema (mantendo-a igual apenas se o estado do sistema for
autoestado de um dos projetores)!* Isso é muito significativo, pois comprova que o estado
a-posteriori ndo condicional é em geral objetivamente distinto do estado a-priori: toda
medida quantica necessariamente provoca uma back-action no sistema.

Outro aspecto importante de se recordar € o de medidas simultdneas: para saber se
duas quantidades A e B podem ser medidas simultaneamente, basta provar que aplicando-
nas sucessivamente sem que o sistema evolua entre ambas, obtém-se 0 mesmo resultado

independente da ordem:
110, [¢) = eTI,T1, [¢) <= [[1,,11,] =0 Va,b, (2.19)

i.e. [A, B] = 0, ou seja, existe uma base {|¢)} que diagonaliza ambas simultaneamente.

2.2.2. Medida generalizada: aparato de medicdo e estados mistos
Apesar do exposto acima, medidas projetivas ndo descrevem todos os tipos de medidas
possiveis. A primeira evidéncia disso é que muito facilmente conseguimos encontrar um
contraexemplo para a condi¢do de ortonormalidade, pois ela na pratica impde que se a
medic¢ao for repetida imediatamente, sem dar tempo para o sistema evoluir, o estado con-
dicionado a-posteriori de ambas deve ser o mesmo. Analisemos o seguinte aparato: seja
um detector que conta os fétons emitidos por um sistema (sistema este que niao conse-
gue recuperar energia do ambiente); se ele fez duas medicdes com resultado igual, “1
foton absorvido pelo detector”, o estado condicionado do sistema apds ambas € neces-
sariamente diferente, pois apds a segunda medi¢do ele estd menos excitado que apds a
primeira. Esse detector nao pode ser descrito utilizando medida projetiva. Temos, por-
tanto, que encontrar alguma defini¢do mais generalizada de medida quantica que abranja,
por exemplo, medidas destrutivas como a descrita acima — e ela € possivel pois, na pra-
tica, como descrito no comeco da secdo 2.1.1, na mecanica quantica € raro uma medi¢ao

ser feita diretamente no sistema sendo estudado. No geral, o que temos é um segundo

*No caso, a entropia de von Neumann: S(p) = — Tr[pIn p|, que é minima quando o estado é puro e
maxima quando o estado ¢ maximamente misto. Note, no entanto, que a evolugao condicionada tipicamente
diminui a entropia do sistema, mantendo-a igual, também, apenas quando o estado do sistema é autoestado
do projetor.
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sistema quantico, que chamaremos de aparato, que durante o ato da medicao é condici-
onado ao sistema que desejamos estudar. Assim, se o sistema no instante inicial, antes
da medigio, for descrito pelo vetor de estado |¢)(¢)) e o aparato por |6(t)), o estado do

sistema combinado sera

[W(t)) = 10()) @ (1) , (2.20)

onde ® € o produto tensorial (que serd omitido quando possivel daqui em diante). Note
que as suas duas componentes ainda nao estdo emaranhadas.

A medida projetiva serd realizada no aparato, mas a maneira como ela se manifestara
para o sistema ndo necessariamente serd projetiva. Mais precisamente, veremos a seguir
que um operador de medida no subespaco de Hilbert do sistema ndo precisard satisfazer a
condicdo de ortonormalidade mas apenas a de completude (o que faz sentido: esperamos
ao menos que a soma das probabilidades de se obter algum resultado, qualquer que seja,
seja 1). Se olharmos apenas para o subespaco do sistema, os efeitos da medicao sdo como
uma interacdo com o ambiente. O sistema quantico é aberto, portanto. Essa € uma das
multiplas pontes que tracaremos no préximo capitulo com a teoria para sistemas quanticos
abertos.

Temos que comegar introduzindo um operador de evolucao temporal que emaranhe o
sistema ao aparato U (t + T1,t), ou, por simplicidade, apenas U (T1), que age no sistema

combinado durante um intervalo de tempo 7. Assim, (2.20) evolui para
Wt +T0)) = U(T) 6(0)) [4(1)) , (2:21)

que nio pode mais por constru¢do ser fatorizado em dois subespacos.

Em seguida, realizamos uma medida projetiva ao longo de um intervalo de tempo
T, curto o suficiente para que a agdo de U (T3) seja insignificante. Como a principio
podemos escolher as propriedades do aparato’, seja o projetor no subespago de Hilbert
dele de ranque 1 7, = |r)(r|, que retorna o valor r para o observavel (a variavel) R.

Assim, o operador de medi¢ao no espaco do sistema combinado é I, = 7, ® 1g, onde

30 que ndo implica que ndo existam escolhas mais ou menos adequadas para a base de aparato. O
estado a-posteriori ndo condicionado (2.17) € independente da escolha de bases, mas o condicionado de-
pende diretamente dela. Escolhas inadequadas de base podem apensa introduzir ruido sem extrair nenhuma
informacao do sistema. Nao elaboraremos muito sobre o assunto pois n@o vird a ser necessario, para mais
informagdes sobre o tema, consultar as se¢des 1.2.6 e 1.3 da referéncia [17].
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1g é o operador identidade do subespaco do sistema. Deste modo, para T' = T} + Tb, 0

estado combinado apds a medigdo é:

A

o, ) (] O 160)) ()
(64 D)) = —ZO(T) ) () = N .

(2.22)

Se olharmos com aten¢do para a equacdo acima, vemos que estamos tirando o traco
parcial do operador U(77) no subespaco do aparato. Chamemos esse novo operador, que
atua apenas no subespaco do sistema, de operador de medicao generalizado, ou apenas

operador de medicao:

M, = (r| U(T1) 6(2)) - (2.23)

Assim, note que (2.22) agora € separdvel, e pode ser reescrita como

M, (1))
v, T)) = , 2.24
W, (t+T)) = |r) @ N (2.24)
a probabilidade de se obter R = r é
or = (r|r) ()] MIM, [(1)) = (p(t)] MIM, [(¢)) , (2.25)

e, como € separdvel, podemos reescrever (2.24) apenas no subespaco do sistema. Deste
modo, o estado condicionado do sistema, dado que o observdvel R tem o valor 7, apds
uma medicao de duracdo 7' ¢

(¢ + 7)) = M 10, (2.26)

Ver

Podemos, além disso, construir um outro operador, chamado de efeito ou operador de
probabilidade:

~ ~

E, = M!M,, (2.27)

que deve, assim como (2.10), satisfazer unicamente a condi¢do de completude » . E, =
1g. O conjunto de todos os operadores de probabilidade {Er : 7} compde o que é cha-
mado de medida com operador positivo valorizado, mais conhecido pela sigla em inglés

POVM, do espaco de resultados r [9, 17]. Aqui, nesse modelo, o POVM entra no lugar
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antes ocupado pela distribui¢ao de probabilidade. Os resultados 7 nao sdo, como na me-
canica quantica estudada no bacharelado, os autovalores de um observavel Hermitiano,
mas um rétulo que indica algum dos possiveis resultados da medicao.

Para generalizar esses conceitos para a notacdo de matriz densidade, basta definir
superoperador. Um superoperador S é um operador que leva operadores a operadores

em um espaco de Hilbert. Para que represente um processo fisicos, S deve satisfazer [17]:

i. Preservar ou diminuir o traco: 0 < Tr[Sp] < 1 para todo p, onde Tr[Sp| é a probabi-

lidade do processo S acontecer;

ii. S é um mapa linear convexo, ou seja, para probabilidades g;, satisfaz S > 9P =

Zj ©;SPs

iii. S é completamente positivo: o mapa S € positivo se levar qualquer operador positivo
p € H a outro operador positivo Sp € H. Agora, é completamente positivo se
o superoperador combinado Z ® S , para Z o superoperador de identidade de outro
espaco de Hilbert 7 qualquer , for um mapa que leva um operador positivo p € H&H,
a um operador positivo (Z ® S)p € H @ H.°

Mapas desse tipo sdo chamados de Completamente Positivos e Preservadores de Traco,
mais conhecidos pela sigla em inglés CPTP [9, 17]. Se o superoperador satisfaz essas
trés condicdes, € chamado também de operacdo qudntica ou canal quantico e pode ser

descrito na representacao de Kraus [26]:
S(p) =) _Kpk]. (228)
J
para algum conjunto de operadores que satisfazem

d KK <1 (2.29)
J

%A motivacio para essa condicio mais restrita, como jd argumenta Lindblad [25], é que suponha que
temos dois sistemas Sy e S,, o primeiro fechado e o segundo aberto. Se impusermos apenas positividade,
ndo termos como garantir que um superoperador S da interagdo com o ambiente com o sistema combinado
Sy + S, agindo positivamente em S, ndo influird também em Sy (o que seria um absurdo, dado que Sy
é por construcao fechado). Agora, se o superoperador for completamente positivo, sempre serd possivel
construi-lo tal que seja S = Zy ® S, com S, positivo.
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Em linguagem coloquial, superoperadores de processos fisicos “sanduicham” operado-

res. Deste ponto em diante, empregaremos a seguinte notagao: para quaisquer operadores

Ae B,

JIA]B = ABAT. (2.30)

Uma prova formal da representagdo de Krauss pode ser encontrada na se¢do 4.2.3 de [19].
Note agora que os operadores de medi¢do {Mr} satisfazem a condicdo (2.29) lem-

brando de sua defini¢do na equacgdo (2.23):

ST =" 01Ut )| U |0y = (0] U0 |0y = (0]110) = s, 2.31)

onde salientamos que, como |r') e |#) sdo vetores no subespaco do ambiente, 15 é o opera-
dor identidade do subespaco do sistema, enquanto 1 é o operador identidade do espago do
sistema combinado. Portanto podemos definir o superoperador O, = J [MT], um CPTP,
andlogo quantico ao (2.8), que age na matriz densidade realizando uma medi¢ao de R

que devolve o resultado 7. O seu correspondente nao condicionado, onde se ignora o

resultado, sera:
PE+T) =Y ot +T) =Y Oup(t) = Op(t). (2.32)

Por fim, fazemos uma ultima generalizag@o para sistemas descritos por estados mis-
tos, de modo a poder levar em consideragdo tanto a medi¢@o de estados ndo puros, quanto
medidas ineficientes, ou seja, medidas que ndo preservam a pureza do estado a-posteriori
condicionado pois os seus operadores de medi¢do sao degenerados. Para tanto, ndo con-
seguimos mais utilizar M, mas sim o conjunto degenerado {Qm- : j} de operadores que,
apesar de distintos, ndo somos capazes de diferenciar por conta da ineficiéncia de nossa
medi¢do, devolvendo o resultado r para todo j. Devemos, portanto, sempre somar o
resultado sobre os js, pois ndo sabemos qual Qm em particular realizou a medigao.

De forma mais precisa, lembremos de como construimos M,: assumimos que o estado
do aparato |f(t)) na equagdo (2.20) é puro. Se redefinirmos o sistema combinado (2.22)

com um estado misto do aparato: p = p4 ® ps, onde pa = 3, g; |j){j|, teremos, andlogo
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a na equacdo (2.23) (omitiremos a dependéncia no tempo por simplicidade):

Pls = Tr|U(pa © pg) UT] > a (rlU ) ps (51 UT|r) (2.33)

J

Q=G (r1U1j) = pls, = ZQM ps 2 (2.34)
E assim, podemos reescrever a operagdao O, como
0, = T, (2.35)
J

que leva um estado a-priori p do sistema a um estado condicionado a-posteriori:

At +1) = 220, (2.36)

Or

onde , = Tr[O,p(t)] = Tr [Erp(t)} JE =% ; QIJQW os operadores de probabilidade
andlogos a (2.27), que satisfazem a condi¢cdo de completude. Aqui, a opera¢do ndo con-
dicionada pode ser reescrita como O = > .J T ;] e, portanto, recuperando a notagao

completa e geral de (2.21), a equacdo (2.32) vira:
Op = Tea[U(T1)(p @ pa)UT(T1)], (2.37)

onde lembramos que p é a matriz densidade s6 do sistema.

Estas equagdes sdo as andlogas quanticas as apresentadas na secdo 2.1.2.
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3

Sistemas quanticos abertos

O leitor familiarizado com a mecanica quantica a essa altura deve estar estranhando que
resultados como as operagdes quanticas descritas pela equacdo (2.28) se assemelham
muito a representagdo de Schrodinger da evolucdo temporal. Os operadores de evolu-

cdo U (t) até satisfazem uma condi¢do muito parecida a imposta a M ;» a da unitariedade:

Evolu¢éo temporal: p(t+T) = U(T)p(t)U(T)T, Ut =1 (3.1)
Operacdo quantica: p= Z M;pM ]T, Z ]\;[JT M;=1 (3.2)
J J
As evolucdes descritas no capitulo anterior, no entanto, ndo necessariamente sao conti-
nuas — e portanto ndo satisfazem a equagdo de Schrodinger!

Mas nao hé contradi¢iao alguma. Um estado condicionado como os descritos no ca-
pitulo 2 estd, justamente, condicionado ao resultado de uma medi¢do — e esse resultado
€ externo ao sistema. A equacdo de Schrodinger que estudamos nos cursos de meca-
nica quantica tem o pressuposto que o estado do sistema nao estd correlacionado a nada
exterior a ele; em outras palavras, que o sistema € fechado [17].

Um sistema descrito por matrizes densidade condicionadas ndo pode ser modelado
seguindo as regras ja conhecidas de mecénica quantica para sistemas fechados, devemos
concluir. Nao s6 ele, mas na verdade qualquer sistema no mundo real sempre inevitavel-
mente interage com o ambiente, e dessa interacao resulta o fendmeno de decoeréncia, em

que as combinagdes descritas por superposicdes quanticas progressivamente se convertem
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em simples misturas cldssicas, ou seja: o sistema perde irreversivelmente suas qualida-
des exclusivamente quanticas, mas trataremos mais disso depois. De todo modo, a teoria
quantica de sistemas fechados claramente € insuficiente, precisamos de uma teoria mais
geral para sistemas abertos. E desta teoria que tratard este capitulo.

Utilizamos como referéncias principais para o capitulo a seguir as notas de aula do
professor Gabriel T. Landi para o curso Quantum Information and Quantum Noise [27],
os livros Quantum Computation and Quantum Information [9], de Michael A. Nielsen
e Isaac L. Chuang, Stochastic Processes for Physicists [28], de Kurt Jacobs, além de,
novamente, The Theory of Open Quantum Systems [19], de Heinz-P. Breuer e Francesco
Petruccione, e Quantum Measurement and Control [17], de Howard M. Wiseman e Gerard
J. Milburn.

A dedugdo da equacdo mestra quantica feita na se¢do 3.3 ndo é estritamente necessa-
ria para a compreensdo da dindmica que simularemos nos proximos capitulos, e o leitor
bem familiarizado com a teoria de sistemas quanticos abertos pode se sentir livre a pula-
la, assim como a discuss@o sobre modelo colisional na se¢do 3.4. Acrescentei-as porque
justificam fisicamente todas as aproximagdes e imposi¢des que tem que ser feitas no mo-
delo, e o leitor que ndo entenda plenamente a todos os passos que nos levam a equagdo de
Lindblad (3.62) pode falsamente julgar que os modelos das simula¢des do capitulo 5 e 7

e suas respectivas equagdes de movimento sao muito mais arbitrarios do que de fato sao.

3.1. Uma ponte entre medida generalizada e sistemas aber-
tos

Comecemos retomando algumas ideias que ndo foram suficientemente exploradas no ca-
pitulo anterior. Lembremos novamente da definicdo (2.23): M, = (r| U |6), onde {|r)}
¢ uma base ortonormal do subespaco de Hilbert do ambiente A, |6) é o estado inicial do
aparato e U é uma unitéria no espaco de Hilbert do sistema combinado A ® S. Toda me-
dida generalizada (ou seja, que satisfaz (3.2)) pode ser escrita dessa maneira? Sdo todas
as medidas generalizadas apenas a marginalizacdo de uma unitdria em um espago maior?

A resposta é sim. E possivel demonstrar que toda operagdo quantica (e, em particular,

que toda medida generalizada) em um espago .S pode ser descrita como uma evolugdo
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unitdria em um espaco de dimensao maior A ® S seguida de uma medida projetiva em A,
onde dim(A) ndo precisa ser maior do que dim(.S). Essa propriedade se chama dilatagéo
de Stinespring [27], cujo rascunho da prova sera apresentado logo adiante.

Antes, é necessdrio mencionar que dada essa unitéria U, a escolha de {Mr} ndo ¢
tinica, pois a escolha da base {|r)} de A ndo é unica. Podemos escolher qualquer outra
base {|k)} sobre A e construir operadores Nj, = (k| U |6), contudo, como mencionado
na nota de rodapé 5 do capitulo anterior, frequentemente existe uma escolha 6tima de
base projetiva, que constrdi operadores de medi¢do que extraem o maximo de informacao
do sistema, assim como € possivel fazer outra escolha de bases que constréi operadores
que ndo nos dizem absolutamente nada. O conjunto dos operadores construidos com
essas escolhas de base sdo chamados de unravellings da operacdo quantica [17]. Mas a

operagdo em si é a mesma:

Z M,psM! = Z NipsN], para quaisquer escolhas de bases {|r)} e {|k)} de A.
r k
(3.3)

Em outras palavras, o estado a-posteriori ndo condicionado € o mesmo, i.e. se medirmos
o sistema com dois conjunto de operadores de medi¢do diferentes mas ignorarmos o re-
sultado de ambas as medi¢des, o estado final deve ser o mesmo — pois a nossa ignorancia
¢ a mesma — desde que ambos os conjuntos derivem de uma mesma unitdria no sistema
combinado e estado inicial do aparato.

Para provar essa propriedade [9], precisamos primeiro lembrar que duas bases {|r)}
e {|k)} geram um mesmo operador se e somente se existe uma matriz unitdria complexa
Uy tal que |r) = >, U, |k)'. Lembrando que as bases do aparato {|r)} e {|k)} respei-
tam a propriedade acima e que o grupo das matrizes unitdrias € fechado, estd provada a
propriedade (3.3).

Para provar o outro lado, que sempre € possivel achar um conjunto alternativo de

'A prova desta afirmacdo, por sua vez, é muito simples: primeiro, vamos redefinir as bases usando
subindices: {|¢x)} e {|1.)}; em seguida, basta lembrar que qualquer operador A serd escrito em uma
dessas bases como A = )" a, |1, )(¢,|, e para todo  natural,

ZWT ¢7|—Z(Zka\¢k )<Z<¢>1|UL) =Z(ZUMUTZ)|¢1€ ¢z|—Z|¢k (Pr] -

—_——
Okt

23



Capitulo 3. Sistemas quanticos abertos

operadores { N} que descrevem a mesma operagdo » . M, psM], basta usar 0 mesmo

argumento e definir

Z rklk
— (0| U |r) = 9|U(Z Tk,|k> zk:<9|%|k>zzk:m.

=0’

Agora, construamos duas bases (ndo normalizadas) para o sistema combinado {|e, )}

e {|fx)} a partir de uma base ortogonal gerada pelos vetores |i) = |is) ® |ig):

ey = i) ® M, is) i) =D lia) ® Ny lis) .
i i
Supondo que ambos os operadores descrevem a mesma operagcdo quantica, entdo neces-
sariamente 3 |e,Xe.| = 3, |f,)(f|, e a propriedade acima garante que existe uma U,

tal que |e,) = >, Uk | ). Tirando o trago no subespaco do aparato:
> W lis) = 30 U3 Nelis) ) = M = 3 e
i k i k

Podemos trivialmente usar o mesmo raciocinio de trds para frente para demonstrar que se
existe essa unitdria que transforma um operador MT em outro N L, entdo eles descrevem a
mesma operacdo quantica.

Voltaremos a nos debrugar sobre o tema de unravelling quantico nos proximos capi-
tulos, quando tratarmos das simula¢cdes numéricas.

Por fim, por completude, apresentemos apenas uma introdugdo a dilatacdo de Stines-
pring: toda operagdo quéntica S dada por um conjunto de operadores de Kraus { )} em
um espago de Hilbert de n dimensdes pode ser descrito como uma medida projetiva sobre

uma evolugdo unitiria em um espaco de Hilbert de no mais que n? dimensdes:

S(p) = Tea|U(p [w)wl,)UT] = ZEkak,

onde A é o espago “auxiliar” (geralmente chamado “do ambiente”), de dimensdo m < n,

e 1) é um estado puro qualquer nele. U é uma unitdria no espaco combinado de n X m
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dimensdes. A demonstracao desse teorema ndo é muito dificil, mas foge do escopo desse
trabalho. Pode ser encontrada na secdo 8.2.4 de [9].

As conclusdes podem ser resumidas em duas ideias (ou melhor: duas perspectivas so-
bre a mesma ideia): por um lado, os postulados da mecanica quantica ndao foram violados
quando introduzimos operadores de medida generalizados — no fundo eles nao passam
de projetores em espagos que sO podem ser parcialmente acessados; por outro, uma re-
alizacdo pratica: € muitissimo raro que possamos acessar o espaco de qualquer sistema
como um todo, a menor interacdo com o mundo exterior produz correlagcdes muito além
da nossa capacidade de medi-las. As equagdes de movimento ‘“normais” da mecanica
quantica serdo inadequadas nesses casos. Esse problema serd enfrentado daqui a pouco,

na secdo 3.3.

3.2. Processos Markovianos

3.2.1. Processos Markovianos cldssicos
Facamos um breve retorno a fisica cléssica.

Um processo estocastico é uma varidvel aleatoria (como definido em (2.1)) cujas
propriedades estatisticas variam no tempo X (¢). Ou seja, é um mapa X : Q x T —
R, para 2 o espago amostral e 7" intervalo de tempo. Fixando um w € (2, chamamos
{X(w,t), t € T'} de caminho amostral ou realiza¢do da trajetdria.

Um processo Markoviano [19] é um processo estocdstico com memdria curta. Para

1<ty <..<t,E€ TC[L‘h...,ZEm e R:

PI‘(X(tm)‘X(tm_l) = Tyy—1 , X(tm_2> = Tmp—2 5 vv X(tl) = .111)
- Pr(X(tm)’X(tm_l) — xm_1>. (3.4)
Ou seja, o estado atual depende apenas do estado imediatamente anterior. Essa € chamada
da condi¢do de Markov.

Seja pp (Tmtm; -..; 1,t1) a densidade de probabilidade de a varidvel aleatéria assumir

a realizacdo x; no instante ¢;, xo no instante to, até x,, no instante ¢,,. A densidade de
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probabilidade condicional é dada por

Pm+k (xm+k;tm+k; vy T4 7tm+1)

Om (Tt -3 21,t1).
3.5

©k|m (xm+k,tm+k; e T 15 bt 1| Ty by -5 xl,t1> =

Lembramos que ¢y, significa a densidade de probabilidade que podemos estimar para
os préoximos k passos dado que conhecemos os m passos anteriores. Podemos reescrever

a condicao de Markov (3.4) em termos de da densidade de probabilidade condicional:

£1|m (merl ;tm+1 ‘xmatm; ooy xhtl) = P1n (xm+1 7tm+1 ‘xmatm) (36)

A probabilidade condicional de transi¢do o1)1(x2,t2|1,t1) €, para qualquer processo
estocéstico (ndo necessariamente Markoviano), a densidade de probabilidade que uma
varidvel assuma o valor x5 no momento ¢, dado que assumiu o valor x; em um momento

anterior ¢;. Ou seja, pode ser chamado de propagador:

T(xQ,tQ‘xl,tl) = p1‘1<$2,t2‘$1,t1) (37)
e deve satisfazer
/di[} T(fﬂg,tz’fﬂl,tl) = 1, (38)
5((132 — l’l), S€ €spaco COHtfHUO,
lim T($27t2|x17t1) == (39)
t1—to .
5w2,z17 S€ €spaco discreto.

Ou seja: (3.8) garante que em todo instante ¢ a varidvel assume algum valor; (3.9) garante
que a evolugdo dessa varidvel aleatdria € continua.

O propagador pode ser simplificado mais ainda caso o processo Markoviano seja ho-
mogéneo, i.e. ndo depende de t; ou ¢, em si, mas da diferenca 7 = ¢, — ¢;. Neste caso
apenas escrevemos 1 (xq|z1).

Assim, a densidade de probabilidade de um valor x5 em um instante ¢, é:

o1(x2,t2) = /dﬂcl T(xg,ta|z1,t1) o1(x1,t1). (3.10)
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Isso simplifica muito as nossas contas, pois basta que se conheca a densidade de proba-
bilidade inicial e o propagador entre os dois pontos para que se encontre a densidade de
probabilidade final. O percurso que a varidvel faz entre os (x1,t1) e (x2,to) é irrelevante.

Para demonstrar isso, considere trés tempos ¢; < to < t3 e relembre a equacao (3.5):

©3(@3,t3; Ta,ta; T1,t1) = ©112(Ts,ts]|T2,te; 21,t1) p2(T2,te; 1,t1)

= 11 (3,t3]@a,t) P (@a,talze,ts) p1(21,t). (3.11)

Mas qual é a dependéncia da densidade de probabilidade no ponto (z3,t3) dado apenas
(x1,t1), indiferente de em que ponto x5 em particular a varidvel se encontrava no instante
t5?

Para remover a dependéncia em x5, devemos marginaliz4-lo:

©3(za,ts;r1,ty) = @1(21,th) /d$2 0111 (73,t3]72,t2) P11 (Ta,talT,th). (3.12)

Se recordarmos a defini¢do do propagador (3.7) e da densidade de probabilidade con-

dicional, podemos reescrever a equagdo acima como

T(xs,ts|ze,t1) = /dfz T(xg,ts|za,te) T(xe,ta|x1,t1), (3.13)

que € conhecida como a equacao de Chapman-Kolmogorov [19] (ver representacao na
figura 3.1). Ou seja, em geral, se conhecemos o propagador para cada ¢; e queremos
descobrir a densidade de probabilidade em um instante posterior ¢,,:

n—1

On(Tptn; o x1,t) = p1(x,th) H T (i1, tiva|i, ti) (3.14)
i=1
para tempo ordenado: 0 < t; <ty < ... < t,,.

Esse resultado € extremamente ttil, pois reduz enormemente o tamanho dos operado-
res com os quais temos que trabalhar: em vez de termos um propagador extremamente
complicado que depende de 2n varidveis, o que temos € apenas a multiplicacdo de n pro-
pagadores que dependem de 2 varidveis (mais para frente, no capitulo 4.3, apresentaremos

um exemplo em que uma matriz 4n X 4n se reduz a n matrizes 4 x 4), acelerando muito
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o célculo numérico de seu valor.
Note, por exemplo, que para processos homogéneos, que dependem apenas de to —

t1 = 7, a equacdo de Chapman-Kolmogorov (3.13) pode ser reescrita como:

T7—1+72<l’3|1'1) = /dZL‘Q Tn (l’gll’g) T72(5E2|l’1) T1, T2 Z O (315)

3.2.2. Processos Markovianos qudnticos
Por fim, € interessante encontrar uma forma diferencial para a equagao de Chapman-
Kolmogorov. Como todas as transformacodes quanticas sao lineares, sabemos que o pro-

pagador que nos interessa também o deve ser:

0
ET(x27t2|x1>tl) = A(t)T (z2,t2]21,t1), (3.16)

onde A é um operador linear que gera translagdes infinitesimais no tempo e é definido

caso-a-caso em funcdo da matriz densidade:

A(t)p = lim LW T@t +7ly-D0) = pla) 317

T—0 T

Para processos de Markov homogéneos A perde sua dependéncia em ¢ e passa apenas

a depender de 7. Nestes casos, se conhecermos .4, podemos imediatamente encontrar

espago

t, t {, tempo

Figura 3.1: Ilustrag@o da equag@o de Chapman-Kolmogorov. Marginalizando sobre todos
0s possiveis x,, obtemos o propagador de x; a x3.
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qualquer propagador pela simples solu¢do da EDO (3.16), usando a condi¢do (3.9):
T, (zly) = e6(z — v), T > 0. (3.18)

Note que (3.18) satisfaz a equacido (3.15).

Essa condi¢@o final 7 > 0, contudo, implica que a familia de propagadores {7 |7 >
0} ndo pode formar um grupo, pois néo possui inverso. E o que é chamado de semigrupo
dinamico [19, 25, 29]. A justificativa fisica da ausé€ncia de inverso é que processos esto-
casticos sdo, em geral, irreversiveis. Nao existe nenhuma transformacao fisica determi-
nistica que retorne o sistema ao estado inicial. O que isso implica, por outro lado, € que
nem sempre ¢ possivel encontrar as densidades de probabilidade p(x,t;) que evoluiram
para o(z,ts), t1 < to, para todo p(z,t2). Um exemplo tipico disso é quando o sistema
como um todo evolui para um estado estaciondrio o(x). Como todo estado p(z,t) é tal que
lim; o+ p(2,t) = @(z), se encontrarmos o sistema no estado estaciondrio, é impossivel
saber onde ele comegou.

Vejamos agora como esse tipo de processo se comporta na mecanica quantica.

3.3. Equacao mestra quintica

“Equacao mestra”, na mecanica estatistica, € uma fun¢ao que descreve a evolucao tempo-
ral de um sistema fisico em contato com o ambiente em termos da evolucdo das probabi-
lidades de ocupacao de diferentes estados. Ela d4 a evolucao no tempo da distribui¢cdo de
probabilidade de um sistema. A mecanica quantica, como ja foi discutido aqui, € ineren-
temente probabilistica— o que diferencia uma equacao mestra gudntica tanto da equacdo
de Schrodinger

—~ = —iHy, (3.19)

quanto da mais geral equacdo de von Neumann

dp A
(& 2
- = —ilH.p) (3.20)

¢ que ambas ndo introduzem incerteza cldssica ao sistema. Um estado puro permanece

puro apds qualquer evolugao unitaria descrita por qualquer uma das duas. Transformagdes
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unitdrias descrevem apenas evolugdes reversiveis. Nao podem ser empregadas, portanto,
nem para a evolucdo do sistema em funcdo da acdo de um operador de medida generali-
zada, nem para a evolugdo provocada pela absor¢do ou emissdo de energia do ambiente
pelo sistema.
O que precisamos encontrar € uma solucao para um processo quantico estocdstico.
Comecemos introduzindo um termo a mais na equacio de von Neumann?, que cha-

maremos de dissipador D(p):

dp _

L = —i[1,p] + D(p). (3.21)

Esse novo termo deve incluir toda evolug@o ndo-unitdria, de modo que qualquer dindmica
CPTP possa ser descrita com a equacao acima.

Para encontrarmos a forma de D(p), primeiro definamos o superoperador chamado
Liouvilliano:

dp
pri L(p). (3.22)

Se L fosse uma matriz, a solucido da equagdo acima seria simples: se © = Ax, entdo
x(t) = e*x(0), feito a equagio (3.18). Contudo, como £ multiplica p pelos dois lados,
a solugdo para a (3.22) ndo € tdo trivial. Ainda assim, sendo £ um operador linear, a

solucdo toma a mesma forma: £ é o gerador de um mapa &, tal que

p(t) = E(p(0)). (3.23)

O que queremos descobrir é qual é a forma desse gerador £ para que o mapa &; seja
um canal quantico. Faremos primeiro uma deducio aparentemente restritiva, repleta de
uma série de aproximacdes, mas que ¢ fisicamente mais compreensivel. Em seguida,
apresentaremos um rascunho da prova do teorema de Lindblad, que demonstra que a

forma que encontramos € a Unica para o tipo de sistemas que iremos estudar.

2Como o sistema aberto em geral ndo pode ser descrito por um estado puro (em seu espaco de Hilbert
reduzido) por estar emaranhado com o ambiente, s6 fard sentido usar o formalismo de von Neumann daqui
em diante.
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3.3.1. Equacdo mestra de Born-Markov
Encontrar os geradores das evolugdes temporais em sistemas fechados € um problema
muitissimo mais simples do que o defronte de nds justamente porque essas transformacoes
formam um grupo. Uma série de condi¢des deverdo ser impostas aos sistemas abertos para

que possamos chegar a qualquer lugar.

Condicao 1: As dimensées do ambiente devem tender ao infinito

O modelo que queremos estudar consiste em um sistema S interagindo com um ambiente
A. Como vimos na sec. 3.1, todo sistema aberto cuja dinamica ndo pode ser descrita por
unitdrias pode ser dilatado para um espaco maior cuja dinamica € unitdria. De maneira
mais concreta, o nosso sistema combinado S ® A € por construgdo fechado. Sua dindmica
€ gerada por uma Hamiltoniana. Isso induziria qualquer modelagem do sistema reduzido
S aerros a medida que o tempo de evolucdo ¢ se aproximasse do tempo de recorréncia de
Poincaré 7 da dindmica do sistema combinado S ® A. Para que possamos encontrar uma
solugdo exata para £, devemos impor que A tenda ao infinito, de modo que 7z também o
tenda [25]. Ou seja, para termos um sistema genuinamente irreversivel, nosso ambiente
deve ser um reservatorio, i.e. tem infinitos graus de liberdade [19].

Mais em particular, o ambiente que modelaremos serd um banho: um reservatério
em estado de equilibrio térmico, ou seja, seu estado estaciondrio é dado pela distribui¢do
canonica: )

~ e~ PHB
PB = W, (3.24)

onde H 5 € a hamiltoniana livre do banho.

Representacao de interacao

Seja a evolugao (unitdria) do estado combinado dada pela Hamiltoniana
H=Hs+ Hp+ Hy, (3.25)

onde Hg e Hp sdo respectivamente as Hamiltonianas livres do sistema reduzido e do

ambiente (banho) e H; descreve a interagdo entre ambos. No presente momento, apenas
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o dltimo termo nos interessa. O isolaremos empregando a representagdo de intera¢do:
Para alguns tipos de dinamicas, € interessante separar a Hamiltoniana H (t) em Hy +
H ;(t), onde Hyé independente do tempo e relativamente simples, enquanto H (1) pode

depender do tempo e/ou ser mais complicada. Definimos um operador unitdrio
Up(t,to) = e~ HHolt=to) (3.26)

Por simplicidade, usaremos to = 0 e Uy(t) = Uy(t,0). Com ele, para U (t) = e~*!* o ope-
rador unitdrio de evolucdo, podemos definir um novo operador de evolugdo no referencial

de interagdo (IF na sigla em inglés), assim como os observaveis e matrizes densidade:

Ui(t) = Ug (1) U (),

N A (3.27)
AD() = UJADT(1),  pD (1) = U§(0)p® (1)U 1)

onde os operadores com o () correspondem aos no referencial de interagio, e os com
(%) aos na representacdo de Schrodinger. Note que, assim como na mudanca entre as
representacOes de Schrodinger e de Heisenberg, na transformacdo para a de interagdo o

valor esperado dos observaveis também € independente da representacio escolhida:

~ A~

(AD(0)) = Tr|AD(0) o0 (1) = Tr|To()A T (1) Do) (1) T3 1)

= Tr [A<S> p(S)(t)} = (A9(1)) (3.28)

O que faz da representacdo de interacdo interessante é que podemos usar que A e

(H)

p\"") sdo constantes no tempo para isolar a dependéncia das equacdes de von Neumann

nesse referencial:

&A(I) (t) = —i [AD (1), H], (3.29)
d .
P00 = =i (A1), ()], (3.30)
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Condicao 2: Limite de interagdo fraca
Voltamos agora a nossa Hamiltoniana (3.25). Definimos ﬁo =H g+ H B, levamos todo o
sistema para a representacao de interacdo, e usamos agora a equacao (3.30) de modo que
nosso estado depende apenas de H ;I) (t).

Nota: para evitar excesso de notagdo, deste ponto em diante um operador sem o cha-
péu denotard que se encontra na representacdo de interacdo®: H }I) (t) — H(t).

Portanto, como indica (3.30),

d
! (t)

pt) = —i [H (1), p(t)]. (3.31)

Integrando-a no tempo para encontrar p(t), temos:

pwzmmwilqm@m@y 632

Inserindo esse p(t) dentro do comutador da (3.31), temos:

o) = =i [H10).p0)] = [ as [110). [1:65). 5] ). (333)

Para obter a dinamica do sistema reduzido, tiramos agora o trago parcial sobre o espago

do banho. Assumindo que Trp [H/(t), p(0)] = 0, obtemos:

d

= Trn[p(t)] = ps(t) = - /0 ds Trp [Hl(t), [Hi(s), p(sﬂ]. (3.34)

Poderiamos recursivamente ir substituindo o p(t) dentro de (3.34) por (3.32) para formar
uma série de Taylor, mas enfim usamos a nossa condi¢do 2: se H; < H,, uma expansao

sua a segunda ordem basta para descrever suficientemente bem pg ().

31Isso produz uma possivel ambiguidade para a matriz densidade p, que convencionalmente nunca é
escrita com chapéu. Exceto se explicitamente indicado por um () ou (%), a matriz densidade se encontraré
na mesma representacdo dos demais operadores da equag@o.
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Condicao 3: Aproximagdo de Born

O banho nio ¢ significativamente alterado pelo que acontece com o sistema.
Para banhos suficientemente grandes com tempo de relaxamento 75 suficientemente
menor que o tempo de relaxamento do sistema 7%, a aproximagio é vélida.

Podemos reescrever a matriz densidade do sistema combinado como:

p(t) = ps(t) ® ps. (3.35)

Substituindo esse p(t) na (3.34), obtemos:
t
,bs(t) = —/ ds TI'B [H[(f), [H[(s),pg(s) & ﬁBH . (336)
0

Condicao 4: Aproximagdo de Markov

Assumimos agora que a interac@o entre o sistema e o banho é sempre igual, independente
do momento no tempo em que ocorre. Assim podemos fazer a substituicdo p(s) — p(t)

e obtemos a chamada equacao de Redfield:

ps(t) = —/0 ds Trp [Hl(t)v [Hi(s5),ps(t) @ ﬁBH' (3.37)

Isso ainda ndo € suficiente para que essa equagdo mestra descreva um processo de fato
Markoviano como os descritos na se¢do 3.2, pois ela ndo é homogénea: ainda depende de
uma escolha para a preparacdo de H; (¢ = 0) no instante inicial. Sem que percamos essa
dependéncia em ¢ = 0 ndo seremos capazes de modelar a dinamica do sistema reduzido
como um semigrupo dindmico. O préximo passo € a aproximacdo de Markov em si:
substituimos o limite inferior da integral por infinito negativo: fg — ffoo Em seguida,
fazemos a mudanga de variavel s — (¢t — s), o que modifica novamente os limites de

integracdo para fooo, obtendo-se enfim a equacio mestra quintica Markoviana®:

ps(t) = — /000 ds Trp [Hl(t)v [Hi(t —s),p5(t) ® ﬁB]]- (3.38)

40s tempos de relaxamento sio dados tal que pg(t > 75) ~ pp (dado na eq. (3.24)) € ps(t > Tr) ~
ps = e PHs | Trg[e=BHs],
3 As vezes chamada de equacdo de Redfield-II. Neste caso, a equacio (3.37) seria de Redfield-I.
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Conquanto o integrando decaia rapidamente para s > 7g, (0 que é razodvel se esperar
para uma equacdo Markoviana com memoria curta do passado e um banho infinito com

tempo de relaxamento indo a zero), essa aproximacao € boa.

3.3.2. Equacdo de Lindblad

Temos um problema, no entanto. Por mais que a equacao (3.38) preserve sempre o trago e
a Hermiticianidade da matriz densidade reduzida pg, ela ndo garante que ela vai se manter
positiva (condi¢ao fundamental para que descreva um processo fisico) [30]! Precisamos

ir além se queremos encontrar os geradores de um semigrupo dinamico:

Condicao 5: Aproximagdo de secular

Voltemos a representacio de Schrodinger. Decomponhamos a Hamiltoniana de intera¢ao

em pares de operadores Hermitianos:

H; = foa ® B,, (3.39)

onde A, € Hge B, € Hp. O nosso interesse numa decomposicao desse tipo € que

quando mudarmos o referencial para a representacdo de interacdo, teremos separados:
Hy(t) =) et (Aa ® éa) e Mot =N "ot A, e st @ ¢ H5IB, eIt (3.40)
(e (6%

Fazendo uma escolha acertada desses A,’s, poderemos facilitar a aproximacdo secular
mais para a frente. No caso, supondo sem perda de generalidade que o espectro da
Hamiltoniana livre do sistema reduzido Hg € discreto, com autovalores € e respectivos

autoprojetores I1(¢), construimos:

Aa(w) =) T(e) A TI(e + w) (3.41)
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para cada diferenca de energia w. Note que esse € um auto-operador da Hamiltoniana

com frequéncias +w:

[Hs, Aa(w)] = 7" Ag (), (3.42)
[Hs, Al (w)] = et™ Al (w), (3.43)

o que implica que
emStAg) (w) e—ist ejFMAS) (w). (3.44)

Definindo o operador B, (t) = eifl BB, e~iH5t temos na representacio de interagao:
Hy(t) = e ™ Ag(w) @ Ba(t) = Y e Al (w) ® Bi(t) (3.45)

Note que a condi¢do Trp [H;(t), p(0)] = 0 que impomos anteriormente agora implica
que

(Ba(t)) = Tr[Ba(t)ps] = 0. (3.46)

Ou seja, que as médias do reservatorio se cancelam. Podemos também encontrar as fun-

coes de correlagdo do banho:
(Bl (t)Bs(t — s)) = Tr[Bl(t)Bs(t — s)p5) (3.47)

Se, como estamos supondo, pp € o estado estaciondrio do banho (pp = [Hp,pp] = 0),
(3.47) sdo homogeéneas, e, portanto, para todo t, ( B (t)Bs(t — s)) = (Bl (s)Bs(0)).

E de nosso interesse agora definir a transformada de Fourier de (3.47):
Lop(w,t) = / dse™*(Bl(t)Bs(t — s)), (3.48)
0

que evidentemente perderd a sua dependéncia no tempo caso (3.47) seja homogénea.

Como ji assumimos a hipdtese (3.46), esse necessariamente serd o caso, e I'ys(w,t) =

Lop(w).
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Voltando a equacao (3.38), primeiro a abrimos:

ps(t) = — /0 s Trg [Hfa), [Hi(t — 8),p5(t)pBH (3.49)

= /OOOdS TI‘B [H[(t — S)ps(t)pBH[(t) — H[(t)H](t — S)ps(t)pB + h.c.

onde h.c. significa conjugado Hermitiano. Em seguida, substituimos os H;(t)’s pela sua

versdo decomposta (3.45):

/Ooods Trp [Hl(t — S)pS(t)PBHI(t)]

-/ “ds Teg (30 A5 Bt — 5)) ps(Dos (32 e ALWBL) )]

0

Byw o,v
= Z Z pi(v—w)t <A5 (Cd)pg(t)AL(v)) /oods ¢ Tr [Bl (#)Bs(t — 5)03}
wo af 0
= D ¢ Tup(w) (Aﬁ(w)ﬂs(t) Al(v)) 7 (3.50)
W of

onde usamos a ciclicidade do trago. Lembrando que I'! 5(—w) = I'pa(w), fazemos contas

andlogas para as outras componentes e substituindo-nas em (3.50), temos:

ps(t) = 0D N T (w) (Ap(@)ps(t) AL(Y) — ALW) As(w)ps(t) )+ he. B.5D)
wo a,B

Nosso préximo passo € enfim utilizar a aproximagdo secular. Seja Ts a escala de tempo

tipica da evolugao intrinseca do sistema. A equagao acima nos indica que ela € da ordem

de 75 ~ |[v —w| P sev # w. Se T, > Tg, 0 tempo de relaxamento do sistema, entdo

todos os termos em funcdo de e(V~“)* s3o negligencidveis exceto quando v = w, portanto

ellv=w)t — §, ,, e a equagdio acima se torna:

ps(t) = D3 [Taslw) (As(@)ps(t) Al (w) = AL@) As()ps(t))

w  a,p

Ta0(w) (Aa(@)ps(t) Ab(w) — ps(DAL@)Aa())]  (B.52)
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Em seguida, decompomos a transformada de Fourier em duas matrizes Hermitianas:

1
Lop(w) = 5 ap(w) +155(w), (3.53)

onde a F,3(w) € positiva. Definimos agora a Hamiltoniana de Lamb-shift:

His = ) Sap(w)Al(w)As(w). (3.54)

w  a,p
Note que por conta do +h.c. na (3.52) e da Hermitianicidade de S, 5(w), quando abrir-
mos o FL 5(w) nela, os termos em que a matriz densidade se encontra “sanduichada” pelos
operadores A se cancelardo. Note também que como por construgdo [Hy, Al (w)Ag(w)] =

0 = [Hg,HLs|. A contribui¢do da S,s(w) para a (3.52) portanto fica:

—i[HLs, ps(t)] (3.55)

Com os termos restantes da equacdo (3.52), dependentes de F,, 3, vamos definir o supero-

perador Dissipador:

1
Dalps) = Y. 3 Faslw)s (As(@)ps() AL () — AL@)As(@)ps(t)) +he. (3.56)
w  a,p
Mas, como F,z(w) € positivo, podemos diagonalizd-lo: v, (w)Il,, onde 7,(w) sdo os
seus autovalores (todos nao negativos) e II, € o autoprojetor correspondente. Assim, o

dissipador pode ser reescrito como:
1
Dalps) = > Y Yalw) (Aa(w)ps(t) Al(w) = 5{AL @) Aa(w), ps<t>}), (3.57)

onde { -, - } é o anti-comutador.

Por fim, retornamos para a representacio de Schrodinger. Note que pelas regras
de comutacdo dos operadores A (3.42) e (3.43), o autovalor de um cancela o do ou-
tro. Assim, pala construcdo tanto do Dissipador quanto da Hamiltoniana de Lamb-shift,
[HO,D(pS)] =0 = [HO, H LS} e, portanto, ambos s@o invariantes sob a mudanga de

referencial (3.27). Desse modo, a tinica mudanca na equacao mestra quantica decorrente
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dessa troca de representagdo € a reintrodugdo de Trg[Hy,p(t)] = [Hg,ps(t)] a ela. Con-
tudo, como assumimos interagao fraca, H; s < Hg, ém varios casos (em particular, o que
trabalharemos mais adiante) € possivel ignorar a contribui¢do da (3.55) de todo e simpli-
ficar a Hamiltoniana que da a evolucgdo interna do sistema reduzido condicionado pelo
banho para H = Hys + Hs ~ Hg.

Finalmente, a equagdo mestra quantica Markoviana do sistema reduzido pode ser es-

crita em sua forma mais famosa, a equacao de Lindblad:

ps(t) = —i[Hs, ps(t)] + Dalps), (3.58)

que também € conhecida como equagdo de GKSL®, equagdo mestra global (GME) e
equacdo de Born-Markov-secular. Ela, como esperado, garante que a matriz densidade
reduzida pg(t) para todo t preserve seu trago e se mantenha Hermitiana e positiva, além
de ter o estado térmico pg = e BHs / Trs[e*BHS | como solugdo estaciondria [19, 30]
(justificando a aplicabilidade da aproximacao de Born).

No entanto, por enquanto estamos apenas afirmando que a equacdo acima € de fato a
equacgdo de Lindblad, ou seja, que satisfaz as condi¢Oes para ser o gerador de um semi-
grupo dindmico quantico. O rascunho da prova dessa afirmagdo se encontrard na se¢ao

3.5.

3.4. Modelo colisional e a equacao de Lindblad local

O esquema apresentado na sec¢do anterior € interessantissimo por justificar fisicamente
todas as aproximacdes necessdrias para se chegar a equacio de Lindblad, no entanto nio
nos ajuda muito quando o que queremos € simular uma trajetéria quantica individual.
Quem sdo os operadores A, (w)?, como dependem da frequéncia w?, nada disso estd claro
nem € muito implementavel.

Vamos refazer a derivacdo, agora, utilizando um modelo ainda mais especifico para
o ambiente e sua interacdo com o sistema, o modelo colisional [30, 32], que consiste na

suposicao de que podemos aproximar a intera¢do entre o sistema e o banho como um con-

®Em referéncia a V. Gorini, A. Kossakowski e G. Sudarshan (o L é de G. Lindblad), que chegaram a um
resultado semelhante mais ou menos ao mesmo tempo [31], que no entanto difere do de Lindblad por néo
terem diagonalizado os A’s no final.
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junto de “colisdes” (interagdes unitdrias de duracdo extremamente curta) entre um subsis-
tema do sistema (no nosso caso, um qubit) e uma particula do banho térmico (chamada

de ancila) (ver figura 3.2). Ou seja, este modelo considera que as interagcdes ndo precisam

NoYoXoXoXo
Interagdo
Sistema

Figura 3.2: Representacdo esquematica do modelo colisional. O banho é composto por
multiplas ancilas A, idénticas e independentes, que, apds interagirem localmente e uma
por vez com o sistema, sao descartadas.

ser descritas como o sistema globalmente emaranhado com a totalidade do banho. Em vez
disso, essas “colisdes” seriam de duracdo 7 tdo curta que se torna razodvel desconsiderar
todas as demais interagdes intra-sistema e intra-banho durante esse intervalo de tempo:
podemos tratar a interacdo como se o qubit e a ancila estivessem momentaneamente iso-
lados do resto. Assim que a interagdo acaba, realizamos uma medi¢do na ancila, o que
a “desemaranha” do qubit. Para o resto do sistema, ¢ como se o qubit colidido tivesse
mudado instantaneamente de estado, e essa mudanca se propaga mais lentamente para a
totalidade do sistema por meio da Hamiltoniana interna (veremos mais a fundo esse tipo
de dinamica, chamado de “salfo qudntico”, no capitulo 4).

No entanto, 0 modelo colisional que utilizaremos’ considera também uma segunda
simplificagdo: todas as ancilas sdo idénticas e independentes umas das outras. Visto que
j4 assumimos que o tempo de relaxamento do banho € extremamente curto € 0 nimero
de particulas € infinitamente grande, € uma consequéncia natural que possamos assumir
que toda ancila se encontra no estado térmico (3.24), e que, apds uma colisdo, volte
rapidamente a ele. Em termos préticos, garante que as colisdes agem no sistema como

um processo de Markov.

"Existem diversos modelos colisionais, alguns que sdo capazes de descrever inclusive interacdes ndo
Markovianas [32-34], mas isso estd além do escopo do presente trabalho. Naturalmente, modelos distintos
levam a formas distintas de escrever a Hamiltoniana (3.59).
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Deste modo, podemos reescrever a Hamiltoniana total do sistema combinado como

H=Hg+ Hp+ H;
=Y Hy+> HI+) Hy+)Y Hj, (3.59)
i i<j i i

onde H, é a Hamiltoniana interna de cada subsistema 7, flfgj as interagdes intra-sistema
entre pares de subsistemas e ]'—A[}g a Hamiltoniana interna de cada ancila ¢, que, por cons-
trucdo, interage individualmente com o subsistema ¢ por meio da Hamiltoniana f]} =

Yo Al ® B!, separdvel como na equagio (3.39).
Mudando para a representacao de interacdo com relacdo as Hamiltonianas livres Hy =

S (HE 4 HE), obtemos a equagdo de von Neumann:

o) = =i (Yo HE () + Y Him) p0)]. (3.60)
i<j i
Supondo que a interacdo do sistema com o banho seja fraca, que as interacdes intra-
sistema sdo mais fracas ainda e que o estado inicial do sistema combinado € separdavel com
as ancilas termalizadas p(0) = pg(0) ®; ps, a aproximagdo de Born p(t) = ps(t) ®; ph
¢ valida e podemos fazer a expansdo por Taylor, substituindo p(¢) pela integral dessa

equacgao de von Neumann feito em (3.33) e tirar o trago parcial no banho, obtendo:

t
pi(t) = =i 3 [0, ps)] = 3 [ s Toa[H100). [13(5).ps(o) @ 7] ], 6D
i<j i
onde os termos em primeira ordem de H? se cancelam porque assumimos que Trg[H; (1), pp] =
0, e os termos em segunda ordem de H fgj e os termos cruzados podem ser ignorados.

Evidente que podemos repetir todas as aproximagdes feitas na secdo 3.3 e chegar
em uma versdo local das equacdes de Redfield, de Born-Markov e de Lindblad. Por
enquanto, vamos parar por aqui, porque o que torna o modelo colisional tdo poderoso é
a facilidade com que com ele encontramos os operadores de pulo A, a partir do trago
parcial da interacao unitdria entre um tnico qubit e uma tnica particula no estado térmico
e, em seguida, como essa mudanga subita neste qubit se propaga (por meio de ng) as

demais componentes do sistema. Quando tratarmos dos modelos simulados em particular,
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voltaremos a esse topico.

3.5. Teorema de Lindblad

O teorema de Lindblad prova que todo semigrupo dindmico quantico (sob condicdes que

ja explicitaremos) tem geradores £ com a forma:
A S~ Tpays
Lip)= S = =ilfpl + Y w[LaoLl = S{LLLk.p}]. (3.62)
k

onde H é um operador Hermitiano, f}k um operador arbitrdrio, v, > 0e {-,-} éo
anticomutador — e esta € a forma mais geral desses geradores. Ademais, também prova
que, dadas as aproximacdes impostas, semigrupos dindmicos sdo a maneira adequada de
descrever a evolucdo temporal de um sistema reduzido dado que o sistema combinado
evolui unitariamente.

Apresentaremos aqui apenas um rascunho da prova feita por G. Lindblad em seu artigo
de 1976 [25] (usando também a secdo 3.2 de [19] como referéncia), pois uma demons-
tracdo completa exigiria uma re-elaboracao extensiva deste texto, redefinindo de maneira
formal todos os aspectos algébricos da mecanica quantica que ignoramos até aqui, o que
estd muito além do nosso escopo. E essencial ter em mente que esta se¢do, em acordo com
as referéncias supracitadas, se encontrard inteiramente na representacao de Heisenberg, e
nao na de Schrodinger como o resto do trabalho, mas as conclusdes sao equivalentes.

Sejam os mapas dindmicos £ uma familia de 1-parametro de mapas que levam ope-
radores lineares em um espaco de Hilbert a operadores lineares no mesmo espaco de

Hilbert. Os axiomas de um semigrupo dindmico [25] sdo:
i. & é completamente positivo (CP)
ii. &(I) = I, para I operador identidade em seu respectivo espago
iii. &€ = Erys
iv. lim; 0 ||& — I|| = 0 (no nosso caso, a norma é dada por || - || = Trg[- ps])

v. & é ultrafraco continuo.
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Um mapa que satisfaz essas condicdes € dito contrativo, ou seja, para todo operador X,
[IX] = [E(X]| (3.63)

e portanto é possivel se utilizar da teoria de semigrupos contrativos [25] e afirmar que

existe um operador linear (ndo necessariamente limitado) £ tal que

&(X) __XH _0 (3.64)

lim ‘ ’E(X) -

t—0
para qualquer operador X. Ou seja, um gerador do semigrupo, que precisa satisfazer:
vi. & = etf
vii. limyo ||[£ —tH&E = D)|| =0
viii. £ é ultrafraco continuo.

Uma consequéncia imediata dessas propriedades é que &, pode ser escrito na representa-
cdo de Kraus (2.29) [25, 26].

E bastante imediato verificar que um sistema tal como os descritos nas se¢des anteri-
ores satisfaz todas essas condigdes.

Note, no entanto, que ele estd definido no espago de Hilbert do sistema reduzido Hs.
Para o sistema combinado, £,, = L® I,,, onde [, € a identidade do espaco do reservatério
com um numero contdvel n de dimensdes. £, ainda é o gerador dos mapas de evolugao
do semigrupo dinamico deste espago combinado.

Além disso, precisamos fazer uma defini¢do [25]: seja a fungdo dissipativa, mapa que

leva pares de operadores a operadores,
De(X,)Y) = L(XTY) - L(XN)Y — XTL(Y) (3.65)

Se o mapa L for limitado, esse gerador satisfaz £(I) = 0 e L(XT) = L(X)T e
D, (X,X) > 0 para todo operador X e natural n, entdo £ € completamente dissipativo

(CD). Note que £(I) = 0 e L(XT) = L(X)! estendem para £,,, que o conjunto dos

8Recorde que quando um operador linear (ou superoperador, no caso) é positivo, a implicacio direta
que de fato nos interessa € que ele pode descrever um observavel fisico.
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mapas CD forma um cone convexo’ e que a igualdade D, (X, X ) = 0 vale para os casos
puros, ou seja, que residem na extremidade do cone e descrevem evolucdes unitdrias
(i.e. fechadas) do sistema reduzido. Isto é, se D, (X,X) > 0, descreve uma evolugdo
dissipativa.

Este tltimo ponto € particularmente relevante. Uma das caracteristicas mais importan-
tes dos geradores € que a sua decomposi¢do em uma parte Hermitiana e uma dissipativa
nao € unica. Em particular, hd uma classe de equivaléncia entre duas decomposi¢des
do gerador £ ~ L' se, e somente se, D.(X,X) = Dp(X,X) & L(X) = L/(X) =
L(X) + i[H,X] para todo operador X no espacgo de Hilbert e para algum operador Her-
mitiano H.

A prova que Lindblad faz, e que ndo reproduziremos aqui por uma questao de com-
plexidade e enfoque, é que (proposicdo 5 de [25]) se £ for completamente dissipativo,

existird um mapa completamente positivo W tal que
1

para todo operador linear X e para algum operador Hermitiano A no espaco de Hilbert,
e que o inverso (proposicao 6 de [25]) também € valido. Note que escrevendo esse mapa
CP na representagio de Krauss (atentando que V(1) = > . K j K;) e voltando da represen-

tacdo de Heisenberg para a de Schrodinger, recuperamos a equagao de Lindblad (3.62).

?Um conjunto C' é um cone convexo se xa + By € C para todo par de elementos z,y € C e a,f3 reais
nao negativos.
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Saltos quanticos

Voltemos ao conceito de trajetoria, apresentado na sec¢do sobre processos Markovianos
(sec. 3.2). Uma trajetéria quantica é a evolucido do estado condicionado do sistema
(continua ou ndo) dado que sua evolugdo ndo condicionada é continua. Esclarecamos por
partes essa definicdo. Primeiro, deve-se recordar que o estado condicionado é o estado
condicionado pelos resultados de uma série de medi¢des, e o ndo condicionado é o va-
lor esperado do estado dado que houve uma medida (e medidas, na mecanica quéntica,
sempre alteram o estado do sistema), mas ndo sabemos seu resultado. Ilustremos essa
defini¢do com um exemplo muito simples de trajetéria quantica:

Seja um sistema que pode ser medido a todo instante por um par de operadores de
medida generalizada My e M. Por “todo instante”, leia-se que a cada intervalo fi-
nito de tempo df uma medida (de duracdo < dt) é realizada, podendo retornar um dos
dois resultados. Isso é o que se chama monitoramento ou medida continua. Recor-
dando a se¢do 2.2.2, o estado p apds a medicdo k = 0,1 serd dado por pi(t + dt) =
Tep(t)/pr = T M) /pr = Myp(t) M} /g, onde k corresponde a qual medida se realizou
epr, = 1Ir [Mkp(t)Mﬂ sua respectiva probabilidade'. Assim, para t, = ty, + ndt, o

estado do sistema apos n medigdes sera:

Tien T+ Ty p(t0)

_ ’ 4.1
Tr [Tk Tinr -+ - Tia p(t0)] o

pkl:myknfl,kn (tn>

onde evidente que o estado final é condicionado ao resultado das medi¢des em cada ins-

'Observagio: como deste ponto em diante trabalharemos quase exclusivamente com estados condicio-
nados, omitiremos, por simplicidade, o apéstrofo utilizado nos capitulos anteriores: p’ — p. Toda vez um
estado for ndo condicionado, isso serd explicitamente mencionado.
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tante de sua evolugdo (e.g. se temos uma medida M, seguida por trés M;’s, o estado final
serd po 11,1, €tc.).

Agora suponhamos que por algum motivo deixamos esse equipamento rodando, mas
ninguém estava l4 para registrar os resultados. Sabemos que as medi¢des necessariamente
modificaram o sistema, mas nao temos como saber qual das duas medidas foi realizada
em cada instante. Deste modo, o maximo que podemos fazer €, para o primeiro intervalo
(to, t1), estimar o estado ndo condicionado em t; tirando uma média dos dois estados con-
dicionados possiveis ponderada pela probabilidade de cada medi¢@o. Se a probabilidade

da MO for py e, portanto, a da Ml for p; = 1 — pg, teremos:

p(t1) = popo(t1) + (1 — po)p1(ts), 4.2)

onde, como mencionado, pi(t1) = Jrp(to)/pk, para k = 0,1. Indutivamente, podemos
reproduzir essa média ponderada para todos os demais intervalos (t;,%;.1), obtendo o
estado ndo condicionado final p(¢,,).

Para que a equacgdo (4.1) descreva uma trajetoria qudntica, € necessario que a evolu-

cdo do estado condicionado seja continua, ou seja, para todo passo t;:

p(t; + dt) — p(t;)

li =0. 4.3
4530 dt (4.3)
Se (4.3) for satisfeita’, cada uma das 2" combinacdes de Pky.kn (tn), para k; = 0,1
et = 1,...,n, serd uma trajetoria possivel desse sistema ilustrativo. A funcdo dessa

condicdo de continuidade é garantir que, afora mudancas na matriz densidade em fungao
do ganho de informacdo que os resultados das medi¢des retornam, o ato de medir em si
age como um observéavel fisico no sistema. Recordamos da sec¢do 2.2.2 que a medida
quantica generalizada € constituida por um sistema quantico auxiliar chamado de aparato
de medicdo que primeiro interage com o sistema e em seguida, em isolamento, ¢ medido
projetivamente. A condi¢do de continuidade impde que a interac@o entre o aparato € o

sistema € de fato fisica.

2Salientamos, no entanto, que satisfazer a equacio (4.3) experimentalmente é impossivel: dt¢ nunca
poderia ir a zero porque a dura¢do da medi¢c@o sempre vai ser um tempo finito. Recordamos, no entanto, que
tanto as trajetorias quanto a equagdo mestra sdo aproximagdes do comportamento de um sistema quantico
real.
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Notamos, no entanto, que a condicao (4.3) ndo implica que as trajetérias em si também
serdo continuas. Veremos um exemplo bastante importante a seguir.

As referéncias principais desse capitulo foram, assim como nos anteriores, os livros
The Theory of Open Quantum Systems [19], de Heinz-P. Breuer e Francesco Petruccione,
e Quantum Measurement and Control [17], de Howard M. Wiseman e Gerard J. Milburn.
Ademais, o tutorial “Current fluctuations in open quantum systems: Bridging the gap
between quantum continuous measurements and full counting statistics” [20], de Gabriel
T. Landi, Michael J. Kewming, Mark T. Mitchison e Patrick P. Potts, também foi utilizado

para a discussao sobre distribuicao de tempos de espera.

4.1. Fotodeteccao

Seja um sistema (uma cavidade otica, por exemplo) que a cada instante tem densidade
de probabilidade ¢ de emitir um féton. Suponha, entdo, que € possivel captar esse féton
com detectores que a cada intervalo d¢ registram se uma emissao ocorreu ou nao. Se uma
emissdo for detectada durante o intervalo (¢, ¢ 4 dt), o sistema evoluird em fun¢do de um

operador de aniquilacido bosonico a:
p(t+dt) = —F——— (4.4)

o que evidentemente serd uma evolucao descontinua.
Para dt curto o suficiente, podemos garantir que a probabilidade de duas ou mais emis-
sdes serem detectadas durante o mesmo intervalo € insignificante e, portanto, € possivel

definir completamente a evolugdo do sistema pelo par de operadores:

Mo(dt) : quando nenhum f6ton € emitido durante intervalo,

My (dt) - quando um f6ton é emitido durante o intervalo.

~

M (dt) serd dado pelo operador de aniquilag@o:

~

Mi(dt) = /vy dta, (4.5)
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onde vy é uma taxa de decaimento. J4 ]\7[0, que convencionalmente ¢ chamado de resultado-
nulo [17], indica que nenhum féton foi trocado entre o sistema e o ambiente. Poderiamos
esperar que se comportasse tal qual um operador de evolucido temporal de um sistema
fechado, U (t) = il ¢, no entanto este nio pode ser o caso.

Se Mo(dt) for igual um operador de evolucao temporal de um sistema fechado, sera
unitario, e, portanto, M (dt)My(dt) = Uf(dt)U(dt) = 1. No entanto, My (dt) e M, (dt)
sdo operadores de Kraus, portanto devem satisfazer a condi¢do de completude M (dt) M, (dt)+
M](dt)My(dt) = 1, onde 1 é a identidade. A justificativa fisica dessa condiciio é bastante
simples: um ou outro deve necessariamente acontecer para o sistema evoluir, portanto a
soma de suas probabilidades € 1. Deste modo, a tinica maneira de Mo(dt) de fato evoluir
o sistema igual a um operador unitario € se for o tinico operador Mi(dt) ndo nulo, isto &,
se o sistema for de fato fechado! Portanto, acabamos de encontrar uma propriedade bas-
tante curiosa de sistemas quanticos abertos monitorados: quando existe a possibilidade de
interacdo com o ambiente, mesmo quando sabemos que nada estd sendo emitido ou ab-
sorvido pelo sistema, a dindmica ndo € igual a de um sistema fechado. Pode até ndo estar
acontecendo nenhuma troca de particulas (fétons, no nosso caso) durante aquele intervalo,
mas nds estamos sim ganhando algo: a informacdo de que o sistema ndo esté realizando
uma troca! Recordemos que estamos trabalhando sob o paradigma da perspectiva opera-
cional da mecanica quantica: a matriz de densidade corresponde ao que sabemos sobre o
sistema, e o ato de medir que nada aconteceu nos ensina algo sobre ele.

No entanto, como M, (dt)M; (dt) o dt é infinitesimal para intervalos suficientemente
pequenos, podemos apenas subtrair uma correcao a Mg(dt) para que a condi¢do de com-
pletude seja satisfeita: M (dt)My(dt) = 1 — M (dt)M;(dt) ~ 1. Assim, para H a

Hamiltoniana interna do sistema, definimos o operador de resultado-nulo como:
My(dt) =U(dt) —C ~1—iHdt — C, (4.6)

para C' um fator de correcdo, que é definido lembrando que podemos ignorar toda contri-

buicdo de ordem superior a dt em (1 — C)? = 1 — ~ata dt:

Mo(dt) = 1 = at(ifl + Ja'a). @.7)
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Trajetérias de um sistema de 1 qubit
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Figura 4.1: Trés realizagdes diferentes de trajetérias quanticas de um mesmo sistema de
1 qubit para o mesmo estado inicial |1/(0)) = \/%(](D + |1)). Plotamos a ocupagdo de
seu estado excitado |(¢)(¢)|1)]? no tempo. A evolugdo unitdria é dada pela Hamiltoniana
H= %@ + 0., as deteccdes de fotons emitidos indicadas pelas setas verdes. Notem que
a deteccao age no sistema com o operador L=6_ /v/2, e ato continuo o vetor de estado
colapsa para o estado fundamental (i.e. |(1(¢)|1)|> = 0). O quarto gréfico € a evolugio do
estado ndo condicionado do sistema. O intervalo de tempo das medic¢des foi d¢ = 0,001.
Mais sobre os algoritmos utilizados para as simulacdes na sec¢do 4.2.
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A probabilidade de uma detecg¢ao ser realizada durante um dado intervalo d¢ serd dada
por

Py = pdt = Te[J(dt)p] = vdt Tr[atap], (4.8)

e a de nada ser detectado, por
Py = Tr[Jo(dt)p] = 1 — pdt. 4.9)

Note que como Fy ~ 1 > dt ~ P, em praticamente todo instante a medi¢ao retorna o
resultado-nulo, sendo a detec¢ao de um féton muito menos frequente, com frequéncia .

Chamaremos esses pontos de “pulos”, mas frequentemente sdo encontrados na litera-
tura com nome de “cliques” ou “saltos”. E vital recordar que para a perspectiva opera-
cional essas descontinuidades que ocorrem toda vez que £ = 1 ndo sdo eventos fisicos
propriamente ditos, mas mudancgas descontinuas em nosso conhecimento sobre o sistema.

Na figura 4.1 podemos ver um exemplo de trés trajetérias desse tipo. Temos um
sistema composto por um qubit evoluindo sob uma Hamiltoniana H = %6,2 + 0, As
curvas pretas correspondem a componente excitada (|(¢(¢)|1)|?) desse qubit para trés
simulacdes diferentes de trajetdrias individuais. O algoritmo em si serd explicado na
secdo 4.2, mas, em resumo, a cada intervalo de duracdo d¢ = 0,001 unidades de tempo,
uma medida € tirada. Na maior parte dos casos, obtemos como resposta o resultado-nulo
M, (dt) e o sistema evolui infinitesimalmente; mas de vez em quando um f6ton € detectado
(M (dt)) e o sistema imediatamente colapsa para o estado |0) (ou seja, a sua componente
excitada, plotada, pula instantaneamente para zero). Esses pulos sdo indicados pelas setas
verdes. Atendo-nos aos trés exemplos da figura 4.1, podemos ter uma nocdo de quao
raras sdo essas deteccdes: para simulagdes de duracdo de 10 unidades de tempo, temos 10
mil medicdes, das quais apenas entre 2 e 4 levaram a pulos. Abaixo, em azul, plotamos
também a componente excitada do qubit para a evolugdo ndo condicionada, calculada por
meio da equagdo de Lindblad, que podemos verificar que € continua.

Note que, como a evolugdo descontinua dada por M 1(dt) tem probabilidade propor-
cional a dt de ocorrer, se tirarmos o limite d¢ — 0, a contribuicdo dela para a evolugdo
ndo condicionada vai a zero € a contribui¢do continua de Mo(dt) passa a dominar. Deste

modo, estamos de fato trabalhando com uma trajetdria quantica.
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lucdo ndo condicionada da equagdo (4.2), e, como esperado, ele é dado pelo Liouvilliano
L (3.22):

lim % = — = Lp(t) = —i[H, p] + vDla]p, (4.10)

plt+d1) — p(t) _ dp :
dt
lembrando que D € o assim chamado Dissipador, definido como:

1
Dlalp = apal — 3 {a'a,p} . 4.11)

4.1.1. Equacgaoes diferenciais estocdsticas
Para construir as equagdes que regem a dinamica de trajetérias individuais do sistema,
precisaremos fazer uma breve introducao de alguns conceitos do célculo estocéstico. Este
¢ um ramo extremamente extenso da matemaética, e estd muito além do escopo dessa dis-
sertacdo se aprofundar em seus temas. Ao interessado, encontramos introdug¢des bastante
praticas para o nosso tipo de problema no capitulo 1 do Breuer & Petruccione [19] e no
livro Stochastic Processes for Physicists [28], de Kurt Jacobs.

Recordemos que uma equacgdo diferencial relaciona uma (ou multiplas) fung¢do(des)
com suas derivadas. Para um sistema linear uma equacao diferencial ordindria (EDO)
do tipo ‘é—"f = f(x,t) determina totalmente a dindmica do sistema. Um exemplo de tal
equacao na mecanica quantica (onde todo sistema € linear) € a de Schrodinger. Contudo,
devemos notar que os sistemas que as EDOs descrevem, por mais complexos que possam

ser, sio sempre deterministicos: conheco as condi¢des iniciais z e sua EDO %

3> POsso

calcular o seu valor para todo instante futuro: z(t) = zo + fot dsi—i.

Entramos no campo do cdlculo estocdstico quando o incremento infinitesimal dz
passa a ser uma variavel aleatéria. Temos entdo uma equacao diferencial estocastica
(SDE, na sigla em inglés). Para uma tnica varidvel x, o incremento pode ser separado

entre uma parte deterministica e uma parte estocéstica:
dz = f(z,t) dt + g(z,t) dE(2), (4.12)

onde ambas as fungdes f e g sdo lineares em = e d&(¢) € o assim chamado incremento
estocastico. Para sistemas Markovianos, hd dois casos usuais para a distribui¢ao de d¢ (%)

[17]: ouele € Gaussiano ou € o que ¢ chamado de processo pontual (PP). O primeiro pode
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acontecer porque se introduziu um ruido em x, € ele provoca pequenos e imprevisiveis
desvios a todo instante. Nesse caso, onde o ruido é Gaussiano, d¢ = dW, conhecido
como incremento de Wiener. Trataremos com mais aten¢cdo desse caso na se¢do 6.1,
por enquanto, nos detenhamos no segundo caso pois é o que se aplica a fotodeteccao:
a qualquer instante um féton pode ser emitido, levando a um incremento descontinuo e
instantaneo da matriz densidade dp assim que esse f6ton for detectado.

Para uma variavel aleatoria x, seu incremento de PP satisfaz:

dN(t)* = dN(t), (4.13)
E[dN(t)] = \(z) dt, (4.14)

onde E[z] é o valor médio da varidvel z e A\(x) é uma funcéo positiva. Note que (4.13)
implica que necessariamente d /N (¢) = 0 ou 1. Também note que, por (4.14), como o valor
médio do incremento ¢ infinitesimal, da ordem de d¢, todo termo de ordem O(dN (t) dt)
da SDE pode ser ignorado.

Uma das particularidades mais importantes para nds do célculo estocastico € como a
existéncia de um segundo termo infinitesimal nos obriga a modificar a regra da cadeia.
Esse tema serd retomado com mais atencdo quando discutirmos medida difusiva. Por
enquanto basta um caso particular: seja x uma varidvel estocdstica solucdo de (4.12)

(chamaremos as fungdes de f e g por simplicidade), e seja y = x2. Portanto:

dy = y(t + dt) — y(t) = (z(t +dt))* — (2(t))* = (z + do)? — 2? (4.15)

=2z dr +d2® = 2z(f dt + gdN) + (f dt + gdN)?, (4.16)
onde ignoramos todos os termos O(dt?, dN dt), mas, como dN? = dN:
dy = 2z f dt + (2zg + ¢°) dN. 4.17)
Esse exemplo serd ttil para seguinte transformagao:

dp=d(loyel) = (aw)) @l + ) (atl) + (d)) (at). (4.18)
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onde a contribui¢io em fun¢io de dN? do tdltimo termo nio podera ser ignorada.

4.1.2. Evolugdo estocdstica da fotodeteccdo
Como mencionado anteriormente, um sistema que pode espontaneamente emitir fétons
pode (dependendo de como é monitorado) se comportar como um PP. Seja N (¢) o nimero
de detec¢des em uma dada trajetéria até o instante t. Como N () é sempre um inteiro,

para todo ¢, N(t + dt) = N(t) + dN(t), onde AN (t) é seu incremento estocdstico:

dN(t)* = dN(t), (4.19)
E[AN ()] = (M (dt)My(dt))(t) = Tr | M{(dt) M (db)p(t) | (4.20)

Como esperamos, por (4.19), ou ndo detectamos nada, e o incremento € zero, ou detec-
tamos uma unica emissdo de cada vez (se dt for curto o suficiente), e /N incrementa 1.
Do mesmo modo, (4.20) implica que E[dN(¢)] = P;, a probabilidade de se detectar um
foton.

Na figura 4.2, vemos uma representaciio grafica tanto da atividade dindmica N (t)
(como é geralmente chamada) [17] quanto do incremento estocéstico dN(¢) para duas
simulagdes distintas. Um intervalo de 10 unidades de tempo € dividido em 100 intervalos
dt de duracido 0,1 unidades de tempo (para que a simulacdo seja boa, d¢ tem que ser muito
mais curto do que isso. Usamos aqui esse valor para enfatizar que ndo apenas este grafico
mas todos os futuros ndo sdo curvas continuas mas uma colecdo de pontos discretos). Para
cada instante ¢,, = ndt, o incremento pode valer O ou 1, com probabilidade maior para
o primeiro. Como dN (¢,,) é estocdstico, cada vez que rodarmos a simulagdo, obteremos
resultados diferentes. A atividade dinamica N (t,) = Y27~ dN(t;), que é o nimero de
deteccdes até o instante t,,, evolui correspondentemente, subindo um "degrau"de altura 1
cada vez que dN (t;) = 1.

Por simplicidade, suponha que o estado inicial € puro: |¢(¢)). Caso uma emissio seja
medida durante (¢,t 4 dt), temos que dN(t) = 1, e o estado evolui para:

by (¢ + ) = M(d) [p(t)  _ alv(t)) @21)

VATl Ve )
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A probabilidade de uma detecg¢ao ser realizada durante um dado intervalo d¢ serd dada
por

Py = pdt = Te[J(dt)p] = vdt Tr[atap], (4.8)

e a de nada ser detectado, por
Py = Tr[Jo(dt)p] = 1 — pdt. 4.9)

Note que como Fy ~ 1 > dt ~ P, em praticamente todo instante a medi¢ao retorna o
resultado-nulo, sendo a detec¢ao de um féton muito menos frequente, com frequéncia .

Chamaremos esses pontos de “pulos”, mas frequentemente sdo encontrados na litera-
tura com nome de “cliques” ou “saltos”. E vital recordar que para a perspectiva opera-
cional essas descontinuidades que ocorrem toda vez que £ = 1 ndo sdo eventos fisicos
propriamente ditos, mas mudancgas descontinuas em nosso conhecimento sobre o sistema.

Na figura 4.1 podemos ver um exemplo de trés trajetérias desse tipo. Temos um
sistema composto por um qubit evoluindo sob uma Hamiltoniana H = %62 + 0, As
curvas pretas correspondem a componente excitada (|(¢(¢)|1)|?) desse qubit para trés
simulacdes diferentes de trajetdrias individuais. O algoritmo em si serd explicado na
secdo 4.2, mas, em resumo, a cada intervalo de duracdo d¢ = 0,001 unidades de tempo,
uma medida € tirada. Na maior parte dos casos, obtemos como resposta o resultado-nulo
M, (dt) e o sistema evolui infinitesimalmente; mas de vez em quando um f6ton é detectado
(M (dt)) e o sistema imediatamente colapsa para o estado |0) (ou seja, a sua componente
excitada, plotada, pula instantaneamente para zero). Esses pulos sdo indicados pelas setas
verdes. Atendo-nos aos trés exemplos da figura 4.1, podemos ter uma nog¢io de quao
raras sdo essas deteccdes: para simulagcdes de duracdo de 10 unidades de tempo, temos 10
mil medicdes, das quais apenas entre 2 e 4 levaram a pulos. Abaixo, em azul, plotamos
também a componente excitada do qubit para a evolugdo ndo condicionada, calculada por
meio da equagdo de Lindblad, que podemos verificar que € continua.

Note que, como a evolugdo descontinua dada por M 1(dt) tem probabilidade propor-
cional a dt de ocorrer, se tirarmos o limite d¢ — 0, a contribuicdo dela para a evolugdo
ndo condicionada vai a zero € a contribui¢do continua de Mo(dt) passa a dominar. Deste

modo, estamos de fato trabalhando com uma trajetdria quantica.
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onde a contribui¢io em fun¢io de dN? do tdltimo termo nio podera ser ignorada.

4.1.2. Evolugdo estocdstica da fotodeteccdo
Como mencionado anteriormente, um sistema que pode espontaneamente emitir fétons
pode (dependendo de como é monitorado) se comportar como um PP. Seja N (¢) o nimero
de detec¢des em uma dada trajetéria até o instante t. Como N () é sempre um inteiro,

para todo ¢, N(t + dt) = N(t) + dN(t), onde AN (t) é seu incremento estocdstico:

dN(t)* = dN(t), (4.19)
E[AN ()] = (M (dt)My(dt))(t) = Tr | M{(dt) M (db)p(t) | (4.20)

Como esperamos, por (4.19), ou ndo detectamos nada, e o incremento € zero, ou detec-
tamos uma unica emissdo de cada vez (se dt for curto o suficiente), e /N incrementa 1.
Do mesmo modo, (4.20) implica que E[dN(¢)] = P;, a probabilidade de se detectar um
foton.

Na figura 4.2, vemos uma representagiio grafica tanto da atividade dindmica N (t)
(como é geralmente chamada) [17] quanto do incremento estocéstico dN(¢) para duas
simulacdes distintas. Um intervalo de 10 unidades de tempo € dividido em 100 intervalos
dt de duracdo 0,1 unidades de tempo (para que a simulacdo seja boa, d¢ tem que ser muito
mais curto do que isso. Usamos aqui esse valor para enfatizar que ndo apenas este grafico
mas todos os futuros ndo sdo curvas continuas mas uma cole¢ao de pontos discretos). Para
cada instante ¢,, = ndt, o incremento pode valer O ou 1, com probabilidade maior para
o primeiro. Como dN (¢,,) € estocdstico, cada vez que rodarmos a simulagdo, obteremos
resultados diferentes. A atividade dinamica N (t,) = Y27~ dN(t;), que é o nimero de
deteccdes até o instante t,,, evolui correspondentemente, subindo um "degrau"de altura 1
cada vez que dN (t;) = 1.

Por simplicidade, suponha que o estado inicial € puro: |¢(¢)). Caso uma emissio seja
medida durante (¢,t 4 dt), temos que dN(t) = 1, e o estado evolui para:

by (¢ + ) = M(d) [p(t)  _ alv(t)) @21)
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Figura 4.2: Duas simulacdes distintas da evolu¢do do nimero de deteccdes N e seu in-
cremento d/NV para o sistema que serd descrito na se¢do 5.1. O intervalo d¢ foi exagerado
para facilitar a visualizag@o.

Analogamente, se nada for detectado durante o intervalo de tempo, AN (t) = 0 e:

e+ ) = ——2 WO (5 gy (317 1 Jata - Liatan))] o)
VL () Vo ) (1)
(4.22)

N|=

onde usamos [( M (dt) Mo (dt))(¢)] 72 = [1—dty(aTa)(t)] "2 = 1—dt2(ata)(t)+O(dt?).
Para encontrar a evolug@o nao condicionada, combinamos ambas, utilizando o d N (t)

como condicional:

(t + dt)) = AN(E) | (¢ + db)) + (1 . dN(t)) ot + dt)) 4.23)

54



Capitulo 4. Saltos quanticos

Com isso, podemos escrever explicitamente a evolucdo a partir de uma SDE quéntica, a

equacio estocastica de Schrodinger (SSE, em inglés):

Ap() = | AN() | —mme—1 |+ (1-aN (1) ) dt | i~ Tala+ 2 (ala)(e) | | [w(e))
<aTa> (t 2 2
(4.24)
que, alids, deve-se notar que é ndo-linear por conta da dependéncia em (afa). As trajeto-
rias quanticas para o sistema de fotodetec¢do serdo solugdes de (4.24).
Podemos simplificar ainda mais essa equagdo recordando que O(dN (t) dt) = O(dt?),

e, portanto, (1 — dN(t)) dt ~ dt:

dfep(t)) = [dN(t) (Wq) +dt<—z’ﬁ—%am+g<a*a>(t>>] (1)) . (4.25)

Essa forma serd a empregada nas simulagdes numéricas nas proximas secgoes.
Por fim, reescrevemos (4.24) para uma matriz densidade p = [¢))(¢)|. Primeiro, por

simplicidade, definamos:

F(t) = —if — %a* i+ %(&T a)(t), (4.26)

@ 1 (4.27)

(ata)(t)

)

—~
~~

~—
Il

Recordando-nos de usar a regra da cadeia “modificada” (4.18), temos:

ap(t) = ((atfm)p(t) + p<t>(dtf<zf>)T + (dmt)g@))p@(dN@)g(t))*, (4.28)

Substituindo f, g e seus respectivos complexos conjugados, temos:

- atp(t)a
dplt) = dt (— i, p(t)] ~ Jala, plt)} + 7<dT&>p(t)> Ay ( o - p<t>> .

(4.29)

Por fim, analisando a evolugdo ndo condicionada, tiramos a média da SSE, E[dp(¢)]. Note

que com isso removemos a dependéncia em d/V, pois, reescrevendo (4.20) para matrizes
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densidade, sendo F' uma fun¢do qualquer:
E[AN(t)F(p(1))] = dt E[v{a'a)(t) F(p(t))], (4.30)

temos:

E[dp(t)] = dt (— ilH, p(t)] - %{&*d, p(t)} +~(ata) (t)p(t) + va'pa — ~(a'a) (t)p(t)>

— dt [— i[H, p(t)] + ’y(&Tpd - %{a*a, p(t)})] . 431)

Portanto, de fato como esperdvamos, a SSE ndo condicionada segue a equagdo de Lind-

blad.

4.1.3. Muiltiplos operadores de pulo

Antes de prosseguir, devemos generalizar essas equacdes para multiplos operadores de
pulos. Primeiramente, cada M}, k > 1, possui seu incremento estocdstico correspondente

tal que:

AN (£) AN,(t) = AN, (1), (4.32)
E[dN,(1)] = Tr Mg(dt)Mkmt)p(t)], (4.33)

onde M, p(dt) = V/dt ¢, para cada operador de pulo ¢;. Como a evolugio é linear, a SSE

final € soma das SSEs para cada pulo:

Af A

dw) =Y [de(t) <<C—k>() - 1) +dt <—¢H— gazek+%<agak>(t)>] (1)) .
t

k Cr.Ck
(4.34)
Analogamente, o operador de resultado-nulo se torna:
. . a1 ot
Mo =1 - at(ifl + 5 gvkc,tck) (4.35)
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4.2. Algoritmo da simulacio numérica

Todas as simulacdes que serdo apresentadas nos préoximoss capitulos foram realizadas
utilizando a biblioteca Melt! [35] do Wolfram Mathematica. Para um intervalo de tempo
dt finito e fixo, o estado condicionado do sistema € atualizado a cada passo pela medida
que foi realizada, como na equacio (4.1) (lembrando que devemos incluir o resultado-
nulo entre os operadores de medi¢do). Também trabalharemos estritamente com estados
puros, pois reduzem enormemente a quantidade de memoria necessdria e operacdes que
o computador precisa realizar (para um sistema com espaco de Hilbert de /N dimensdes
e duracdo T passos, serdo N2T operagdes no caso vetorial, mas N*T no caso matricial).
Este método de solu¢do numérica ja € empregado desde os anos 90 para resolver esse tipo
de problema, principalmente para sistemas de Otica quantica, como se pode verificar nas
referéncias [8, 36, 37].

A maneira mais eficiente de realizar essas simula¢des consiste em fazer uma evolucdo
nao normalizada do sistema durante o regime de ndo-detec¢ao [17]. Como ja mencionado,
a evolugdo do sistema em fun¢do do resultado-nulo (4.35) € muito proxima de ser — mas
ndo é — unitaria. O modelo serd melhor explicado no préximo capitulo (na secdo 5.1),
mas, em resumo, € constituido por por dois qubits que interagem entre si por meio de uma
Hamiltoniana H e podem trocar excitacdes com um ambiente por meio de operadores
de pulo ¢; e &. O estado do sistema € dado por |¢(t)) = [9) i1 @ 17 qunica = 114)-
Substituindo os operadores de pulo ¢;’s na equagdo (4.35) pelos seus valores na simulacdo

(que serdo explicados se¢do 5.1):

My=1-dt[il + = yla{a—i +ywetel)], =12, (4.36)

N (4.37)
v d , j=12, (4.38)

onde os 7;’s sdo constantes de acoplamento com o ambiente e J; as matrizes de Pauli:
01 00
0L = , o_ = , 4.39
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lembrando que 6} =0, ® le &f =1® 0;, onde 1éo0 operador identidade. O estado dos
qubits € escrito na base dos autoestados de &,: {|0) , |1)}, onde |0) é o estado fundamental
e |1) é o excitado. M, corresponde a o que € conhecido como um jump-up do qubit 1:
um pulo do estado fundamental para o excitado, dado que 6, |0) = |1), i.e. 0 qubit 1
ganhou uma excitacdo do ambiente enquanto o qubit 2 permanece inalterado. M, é um
Jump-down, pois 6_ |1) = |0), podendo agir tanto no qubit 1 quanto no 2 (indicado pelo
indice j), fazendo o qubit j perder uma excitacdo para o ambiente enquanto que o outro
permanece inalterado. My éo operador de resultado-nulo correspondente.

Se escrevermos a Hamiltoniana efetiva que a geraria, ela seria:

i =H- %(7161,&1+ + 396067, (4.40)
que, por conta da unidade imagindria 7, ndo é Hermitiana. De fato, o traco da matriz
densidade cai exponencialmente com uma de taxa de (y; +72)/2 se ndo for continuamente
normalizado. Podemos utilizar esse decaimento para determinar o instante em que um
pulo ocorre, por meio do método descrito a seguir.

Utilizamos a funcdo QuantumJumpUnravelling da biblioteca Melt!. Ela pri-
meiro gera um numero aleatorio 12 entre 0 e 1, que serd o nosso corte. Em seguida,

resolve iterativamente a equagao:

’1/?(15 + dt)> — 0,(dt) [p (1)) (4.41)

onde U, (dt) é a expansdo por Taylor de e~iHle dt 41¢ 42 ordem. Quando a norma de ’&(T)>
for menor do que R, temos um pulo. Qual pulo ocorrerd é determinado por uma escolha
aleatéria ponderada pelo valor esperado de cada pulo: ()(T')|M] M;|¢)(T)). Note, por-
tanto, que quanto mais préximo o estado (normalizado e reduzido) do qubit em interacao
com o banho estiver de |0), maior a sua chance de fazer um jump-up M, enquanto que
quanto mais préximo estiver de |1), maior a probabilidade de um jump-down M,.

A funcdo QuantumJumpUnravelling retorna duas listas: a primeira contém o
estado (normalizado) do sistema em cada instante ¢; na base {|00) , |01) ,[10),|11)} (i.e.
|00) corresponde aos dois qubits no estado fundamental, |01) ao qubit 1 no estado funda-

mental e o qubit 2 no excitado, etc.); a segunda contém apenas em quais ¢;’s ocorreu um
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pulo, e qual dentre os dois pulos ocorreu.

4.2.1. Calculo analitico da evolugao nao condicionada e do estado estaci-
ondrio
Em muitos casos também serd interessante estudar a evolu¢do nao condicionada do sis-
tema, i.e. a média de todas as trajetorias possiveis.
Faremos isso utilizando a fun¢do Liouvillian do Melt!. O primeiro problema

£t visto que o

encontramos tentando encontrar o operador de evolugdo temporal U (t) = e
Liouvilliano £, como ele é um superoperador, atua pela esquerda e pela direita da matriz
densidade. Podemos, no entanto, simplificar esse procedimento empregando o método de

vetorizacdo [20], isto é, reescrever uma matriz n X n como um vetor de dimensio n?.

E.g.:

a

a b - c
M = — M = (4.42)

c d b

d

Isso pois, para A e B matrizes,

(AMB) = (B" @ A)M. (4.43)

Ou seja, podemos reescrever duas matrizes n x n, que "sanduicham"uma terceira M,
como uma tnica matriz n? x n? multiplicando um vetor n?, M.
Portanto, para o um sistema de dois qubits e operadores de pulo ¢, podemos, reescre-

ver o Liouvilliano £
A R SR
L. =—ilH, -]+ Ek e (el e — 5{ch, 1) (4.44)

como uma matriz 16 x 16. Deste modo, vetorizando a matriz densidade, encontramos seu

valor para qualquer instante de tempo:

plt) = e p(0) (443)
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onde a exponencial da matriz é feita analiticamente. “Des-vetorizando” j{(t), recuperamos
a matriz densidade.
O estado estaciondrio do sistema aberto p s € encontrando simplesmente calculando o

autovetor normalizado p de |.

4.3. Distribuicao do tempo de espera

Um dos pardmetros que mais esclarece a dindmica aberta de um sistema € a distribui¢ao
de tempo de espera W (t,k|q,p) (mais conhecida pela sigla em inglés: WTD). Ela é dada
pela probabilidade de ocorrer um pulo k£ apés tempo ¢ dado que em £, = 0 houve o
pulo ¢. Expliquemos com um exemplo, que serd analisado em detalhes na se¢do 5.1: nos
sistemas de dois qubits (fig. 5.2), M, éo operador de jump-up, ou seja, o sistema absorve
uma excitagio do ambiente. A fungdo W (t,M;|Mj, |1hy)) dé a probabilidade que ap6s um
jump-up (M 1) , 0 sistema evolua sem realizar nenhum pulo por um tempo ¢ antes que um
segundo jump-up torne a ocorrer (sendo que o estado do sistema antes do primeiro pulo
era |1o)). Ou seja, dé a distribuicdo do intervalo de tempo entre dois pulos especificos
[20].

Para calcular a WTD, precisamos separar a evolucdo entre os pulos da evolugdo sem-
pulos (no-jump, em inglés). Voltando a equagdo de Lindblad (3.62), que descreve a evolu-
¢do ndo condicionada de um sistema aberto, e a definicdo de saltos quanticos (2.30) (cuja
notacdo simplificaremos para J[¢x] = Jx), que descrevem a evolugdo condicionada do

sistema:

o 1ts .
L(p) = —ilHp] = Y =5 {LiLe.p} + Y LipL}
k k
= Lop+ ) Tup (4.46)
k
Ly € o superoperador de evolucao sem-pulo:

Lop = —i(Hep — pH]), (4.47)

onde H, . € uma Hamiltoniana efetiva (4.40) ndo Hermitiana. £, descreve a evolucdo do
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sistema condicionada pelo fato de que nenhum pulo estd ocorrendo. E.g.
p(t) = e“'p(0) (4.48)

¢ o estado final dado que sabemos que nenhum pulo ocorreu durante o intervalo de O a ¢.
Note que essa evolu¢do depende da nossa escolha dos canais que desejamos monitorar.
Mudando os operadores de pulo ¢, muda, naturalmente, a evolu¢io sem-pulo.

Deste modo, podemos decompor a dindmica de uma evolugdo qualquer pela série de

Dyson ndo normalizada [20]:

t1
pE) =“p(0) + 3 [ dteBo 0 g0 0
k 0

to t1
+) / dty / dt efot2=t) 7 eLoti=t) 7 oLoti p) 4 (4.49)
kg t1 0

ou seja: temos a contribuicdo da evolucdo dado que ndo ocorreu nenhum pulo, somada
a dado que ocorreu um pulo, somada a para dois pulos, etc. Para cada quantidade de
pulos, somamos a contribuicdo de todos os pulos possiveis £ e integramos sobre todos 0s
instantes intermedidrios ¢; em que eles poderiam acontecer.

Como o que nos interessa € saber o intervalo entre dois pulos, definimos os estado ini-
cial p(0) como um estado imediatamente ap6s um pulo qualquer ¢: 7,p(0). A distribuicao
final pode ser condicionada a g e p(0) ou apenas ao pulo, como iremos ver.

Tendo tudo isso em mente, podemos agora encontrar uma equagao para a WTD (ndo

normalizada):

W (t.k|q,p) = Tr[Tpe“ Typ). (4.50)

Como j4 dito, essa equagdo dd a probabilidade de um préximo pulo k acontecer em um

instante ¢. Esperamos, portanto, que
Z/ dtW (t,k|q.p) = 1 4.51)
k 0

Ou seja, que para qualquer estado inicial seguido de qualquer pulo ¢, inevitavelmente

algum pulo k vai acontecer apds algum intervalo finito de tempo t. No entanto, nos
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deparamos com primeiro problema: nem toda WDT € normalizivel.
Vamos comecar com uma WTD mais geral: W (¢,k|p), em que o estado inicial p ndo
precisa ser o resultado de um pulo ¢, e definamos a probabilidade de nenhum pulo ocorrer

como o valor esperado do primeiro termo de (4.49):
Pro(t) = Tr [ p(0)]. (4.52)

Com esse termo, conseguimos normalizar a evolucao sem-pulo:

eﬁot
Pro(l) = meﬁ—% (4.53)

Note que, agora, a WTD se escreve:
W (t,klp) = Tr [jkeﬁotp]. (4.54)

Podemos definir W (t) = Y, W (t,k|p):

W(t) =Tr| Y Trelp| L Te[(£ — Lo)eo'p]
k
i dP,,
© T [Loettp] = - (4.55)

onde em () usamos (4.46) e em (ii) que Tr[Lp] = 0 para todo p. Integrando os dois lados

no tempo para obter (4.51):

o0

/ T AWt = Pult) U =1 Ploo), (4.56)
0

onde usamos que P,,(0) = 1. Py, (00) corresponde, justamente, a probabilidade de nunca
ocorrer nenhum pulo. Assumiremos de agora em diante que para tempo suficientemente
longo, algum pulo inevitavelmente acontecerd, i.e. P,,(c0) = 0 (€ vdlido para os modelos
que iremos simular, descritos na se¢do 5.1).

Se este for o caso, temos entdo que L, € inversivel, pois:

/ dt W(t) = — / dt Tr[Loe™'p] =1 = / dt e®' = —L5'. (4.57)
0 0 0
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Garantido que a WTD é normalizavel, substituimos esse resultado em (4.50) e normali-

zando o estado apds o primeiro pulo, obtemos:

Tr [jkeﬁotjqp}
T[Ty

W (t.k|q,p) = — (4.58)

Evidente que podemos expandir a WTD para uma série maior de pulos. Por exem-
plo, a probabilidade de uma série de n pulos k;, cada um apds um intervalo de tempo

correspondente t;, é:

Tr [T, €0t - - T €51 Typ)

Wtk ..ot knlg.p) = — Tr[J,p]
q

(4.59)

Existem, no entanto, casos em que a essa equagdo pode ser bastante simplificada: quando
temos um processo renovavel, i.e. quando, apds um pulo, o sistema ndo tem nenhuma
memoria do estado que o precedeu. Na pratica, independente do estado p do sistema antes

de um dado pulo k, o estado depois dele é sempre 0 mesmo:

Tip
Tr[Txp)

— o Vp (4.60)

Por exemplo, para um sistema de apenas um qubit, se ¢; = /7,04 € 2 = /7,0, temos

que para qualquer estado inicial:

_ T woepe {0lplo) 101
= T[ip o Toepa ] (Olpl0) TLL]

p1 = 1)1, (4.61)

e, analogamente p, = |0)(0].
Nestes casos, podemos reduzir enormemente o nimero de operagdes a serem realiza-

das para calcular (4.59), pois, por exemplo:

_ T[Re™ Top] _ Tr[Teepg) Tr[Tap] _ Lot
W (t.k|q.p) = T 7.0 =Tr[Jwe™p,],  (4.62)
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que pode ser generalizado para n pulos:

T €0 o T e Top (4.63)
~~

pq Tr[Tqp]

N

-

Py T‘F[Jkl efoty Pq] Tr[Tqp]
N - 7

Prn, Tr[Tip €20t ] Te[ Ty €201 pg | Te[Typ)

e agora fica evidente a vantagem, pois (4.59) se reduz a:

R A7)

q
T
= Tl"[pn] Tr [jkneﬁoTNpkN_l] Ty [jkleﬁoﬁpko} Ti{gqgi
q
= W(tnknlkn-1) - -- W (t1,k1lq) (4.64)

(onde removemos a dependéncia em p, pois a WTD ndo estd mais condicionada a ele).
Note que o que encontramos € um processo de Markov, tal qual os apresentados na se¢ao

3.2.
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Resultado das simulagdes de saltos quanticos para

um sistema de dois qubits

5.1. Modelo geral

Os dois sistemas simulados neste capitulo seguem uma estrutura semelhante: consistem
de dois qubits conectados a dois banhos, com taxas de acoplamento fixas no tempo. De-
finiremos nesta secdo uma série de convencdes para padronizar a leitura dos graficos.

Exceto quando indicado, elas também serdo validas nos proximos capitulos.

5.1.1. Convengaes, notagao e definigcoes
Assim como na sec¢do 4.2, sempre a seguinte notacao: [7{ consiste na matriz de Pauli ¢ no
espaco de Hilbert do qubit j e o operador identidade no espaco de Hilbert do outro qubit:
e.g. 6! = 6, ® 1. Ademais, |1) e |0) sdo os autoestados de &,, com autovalor 1 e —1,
respectivamente. Para o nosso caso, |1) corresponde ao estado excitado do qubit e |0) ao
estado fundamental. |ij) = |i), ® |j),, assim, e.g. |10) corresponde ao estado do sistema
em que o qubit 1 estd excitado e o qubit 2 no estado fundamental. Todos os graficos
de evolugdao de um sistema, tanto de trajetorias quanto de evolu¢c@o ndo condicionada,
sdo tais que o eixo x € o tempo e o eixo y sdo as componentes do estado do sistema
|1)(t)). Quando estiver escrito na legenda |ij), é apenas uma abreviagdo de | (¢ (¢)|ij) ‘2

(ou (ij| p(t) |ij) para estado misto).
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A dinamica interna (unitaria) é dada pela Hamiltoniana da cadeia XXZ de 2 qubits:
H = h(6, —62) + (6,07 + 0,6.), (5.1

onde 2/ corresponde a diferenca entre as energias internas dos dois qubits e « € a cons-
tante de acoplamento entre eles. Em todos os modelos deste e dos proximos capitulos,
exceto quando explicitamente indicado, as constantes foram fixadas em h = a = 1/2
(visto que o que de fato nos interessa € a interagdo com o banho, ndo as particularidades
da dinamica interna).

Recordando-nos da SSE de fotodetecgdo, eq. (4.24), deve-se notar que ela preserva
estados puros, e, portanto, se escrevermos o estado do sistema na base dos autoestados da

energia interna:
|(t)) = a(t) |00) + b(t) |01) + c(t) |10) + d(¢) |11), (5.2)

a Hamiltoniana interna age nos sistema tal que as componentes a(t) e d(t) serdo cons-
tantes, enquanto b(t¢) e ¢(t) fardo uma oscilagdo de Rabi. Em fun¢do da nossa escolha
do unravelling (apresentada logo a seguir), esse comportamento também € valido para a
Hamiltoniana efetiva. Fisicamente, o que podemos ver é que essa Hamiltoniana preserva
excitacoes totais do sistema, i.e. se comegamos com nenhum qubit excitado ou ambos ex-
citados, nada acontece, mas se apenas um deles estiver excitado, essa excitacdo vai oscilar

entre ambos. Na figura 5.1 podemos ver a evolucdo unitéria (de um sistema fechado) que

08} .

06 W10 [
i Mot [

02} .

00 ; L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L ;

Figura 5.1: Evolu¢do no tempo dada pela Hamiltoniana (5.1) das componentes
|(1()|i7)|? (eixo y) do estado de um sistema fechado cujo estado inicial é [1(0)) = |10).
As componentes ndo plotadas (|11) e |00)) permanecem nulas.
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iniciou em um estado em que o qubit 1 se encontrava excitado e o qubit 2 ndo. Note que
caso o estado inicial fosse o oposto, as duas curvas trocariam de lugar.

Deste modo, mantendo um registro de quantas excitagdes estdo dentro do sistema
em cada momento (visto que podemos identificar quando entram e quando saem), €
¢ possivel inferir o estado mesmo dos qubits ndo sendo diretamente medidos. Esse
€ o motivo de termos escolhido plotar as componentes do estado do sistema na base
{]00),]01), |10}, |11)} nos gréficos, visto que o estado pode apenas estar em um de trés
regimes: |00) (zero excitagdes no sistema), uma sobreposi¢do de |01) e |10) (uma exci-
tacdo) ou |11) (duas excitagdes). Provaremos na se¢do 5.3 que para simula¢des longas
o suficiente este necessariamente é o caso, mas ja nos graficos da se¢do 5.2.1 € possivel
ver que mesmo come¢ando em um estado em superposi¢do de estados com diferentes nu-
meros de excitagdes, o sistema tende com o tempo a chegar em um estado com nimero
definido de excita¢cdes. Em nossas simulagdes, por consisténcia sempre escolhemos |00)

como estado inicial (exceto quando indicado).

Sistema Sistema
Banho 1 Banho 2 Banho 1 Banho 2
M, M, M,
Y1 1, Y1
H H
1,
M2
(a) Modelo 1. (b) Modelo 2.

Figura 5.2: Esquema dos set-ups para processos pontuais.

O sistema estd conectado a dois banhos. A interacdo entre os banhos e o sistema é
um processo de Markov homogéneo, usando todas as aproximagdes para a equagdo de
Lindblad local descritas na se¢do 3.4. Do banho 1, o sistema pode apenas ganhar pacotes
de energia, que podem ser dissipados apenas para o banho 2.! Os banhos 1 € 2 tém
com o sistema, respectivamente, constantes de acoplamento 7; ». Apresentaremos dois
set-ups distintos: no primeiro, que chamaremos de modelo 1, apenas o qubit 1 interage

com ambos os banhos, o qubit 2 permanecendo isolado do ambiente (ver figura 5.2a); no

'Evidente que isso é apenas uma convencao para padronizar os graficos e simplificar sua legibilidade, e
ndo uma imposicao fisica de qualquer tipo.
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segundo, batizado de modelo 2, as excitacdes “fluem através” do sistema, pois o qubit 1
apenas ganha excitacdes e o qubit 2 apenas as perde (ver figura 5.2b). Os dois modelos
sdo mutuamente exclusivos; nunca apresentaremos uma trajetdria que comece no modelo
1 e termine no modelo 2, por exemplo.

Os dois operadores de pulo sdo:

1 =v/m ‘ﬁ excitacao entra no sistema pelo qubit 1, (5.3)
Ca = /72 &7 excitacao sai do sistema pelo qubit j = 1,2, 5.4

onde j = 1 para o set-up do modelo 1 e j = 2 para o modelo 2. Como o sistema s6
pode se encontrar em um dos dois modelos, optamos por ndo acrescentar o indice j aos
operadores de pulo ¢, para evitar excesso de notacao redundante, visto que nunca as duas
variantes de ¢, atuardo em um mesmo sistema. Sempre estard claro qual modelo estd

sendo simulado. Os operadores de medida generalizada (eq. 2.23) serdo dados por:
My(dt) =Vdte,  i=12. (5.5)

Como o passo dt serd constante para todas as simulag¢des (d¢ = 0.001), poderemos omitir
a dependéncia dos operadores de pulo (Mi(dt) — M;). M e M, serdo chamados por seus
nomes em inglés: jump-up e jump-down, respectivamente. Estes operadores também
trabalham como operadores de medi¢do, visto que somos capazes de determinar com
absoluta certeza quando um pulo ocorre e qual ocorre. As constantes de acoplamento ;
contém dentro de si toda a informacao sobre o banho e a intensidade da interagdo com o

sistema.

5.2. Resultados das simulagoes

5.2.1. Trajetorias qudnticas do sistema de dois qubits
Modelo 1

Na figura 5.3b, vemos a simulacido de uma trajetdria particular para dois banhos com a

mesma temperatura. Explicaremos como ler este grafico em detalhes, para facilitar tam-
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Sistema o[ . ' . ' ' ——
A A
Banho 1 Banho 2 .
MI MJ
’Y1 ’Y2 0.6
H 04+
0.2+
0.0 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t
(a) Set-up do modelo 1. (b) Trajetéria do estado do sistema no modelo 1.

Figura 5.3: Uma trajetéria para 73 = -, = 1/2. Recordamos que as curvas (€ixo y)
indicam as componentes do vetor de estado na base dos autoestados da energia interna
do sistema (i.e. qubit 1 e qubit 2): | (¢(¢)|ij) 2 para i,j7 = 0,1 indicados na legenda.
Foram plotadas levemente transparentes para que se possa ver quando se sobrepde no
zero (reiteramos que o sistema pode apenas estar em 3 regimes: [¢) = |11), [¢)) =
a]01) +5b|10) ou |») = |00). Exceto quando explicitamente mencionado, ndo plotaremos
nunca a ocupagdo do estado |00), para facilitar a leitura.

bém a leitura dos préximos. Recordamos que no modelo 1, todo salto ocorre no qubit 1
(figura 5.3a). Portanto, se detectamos uma excitagao entrando no sistema, sabemos que no
instante imediatamente posterior, o qubit 1 vai se encontrar no estado excitado, indepen-
dente do estado do qubit 2. Temos aqui um sistema que comega no estado |1/(0)) = |00)
(ndo plotado) e, em ¢ = 3,3, recebe uma excitacido do banho 1, fazendo um jump-up (seta
vermelha) e colapsando no estado |¢(¢)) = |10) (linha azul). Entdo evolui, oscilando com
frequéncia préxima a> de Rabi (2, com a amplitude de |10) oscilando entre 1 € 0,5, e a de
|01) (linha laranja) oscilando entre 0,5 e 0. Em ¢t = 4,3, recebe outra excitagdo, colap-
sando para o estado |1)(¢)) = |11) (linha preta), que permanece constante até, em t = 6,9,
perder uma excitagdo, fazendo um jump-down (seta verde) para o estado |01). Note, no
entanto, que agora as amplitudes de oscilagdo trocam: a de |10) oscila entre 0,5 ¢ 0, e a
de |01) oscila entre 1 e 0,5. Em ¢ = 9,3 temos outro jump-up, e assim sucessivamente.
Evidente que essa € apenas uma trajetoria particular. Rodando outra vez a simulagao,
com uma semente para a geracao de numeros aleatdrios diferente, chegaremos a pulos em

instantes distintos.

2“Préximo a” pois seria igual a oscilacio de Rabi unicamente se o sistema fosse fechado.
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Modelo 2
Sistema 10F I)— i T T T — T —
Banho 1 Banho 2 sk \/\ \p/\—' \p/\—, ]
M, ’
T 06 1
H
041
Y2
M, 02f
oo - - - . . :
0 5 10 15 20 25 30
t

(a) Set-up do modelo 2. (b) Trajetoria do estado do sistema no modelo 2.

Figura 5.4: Uma trajetéria para y; = 72 = v = 1/2. Recordamos que o €ixo y corres-
ponde as componentes do vetor de estado: | (¢)(t)]ij) 2 para i e j indicados na legenda.
Isso continuaré valido para todos os proximos graficos de trajetdria e evolucao ndo con-
dicionada desse capitulo.

Avaliemos agora o comportamento das trajetorias do modelo 2. Este set-up se parece
mais com as cadeias de qubits entre banhos que sdo comumente estudadas em trabalhos
de termodinamica quéntica, como nas referéncias [38—40], por exemplo.

A primeira diferenca clara que se nota entre este set-up e o anterior é que consistente-
mente o qubit 1 se encontra em um estado mais excitado que o qubit 2 (i.e. | (1 (¢)|10) |* >
| (1(t)|01) |? para todo t). Este comportamento é consequéncia do fato de que agora o es-

tado final ap6s ambos os pulos é 0 mesmo:

&1 |00) = [10), (5.6)

&2 [11) = [10), (5.7)

enquanto que para o set-up do modelo 1, eram distintos:

¢1[00) = [10), (5.8)
¢y |11) = [01) . (5.9)

Ou seja: existe uma degenerescéncia no estado intermedidrio do modelo 1 que nao
estd presente no modelo 2. Isso impactard sua distribuicdo de tempos de espera, como
veremos na secao 5.3.1.

Também podemos facilmente notar no modelo 2 que as curvas no estado intermedidrio

tendem a um estado estaciondrio, em contraste com o modelo 1, que na figura 5.4b parece

70


Lui Zuccherelli de Paula


Capitulo 5. Resultado das simulagdes de saltos quanticos para um sistema de dois qubits

oscilar indefinidamente. Discutiremos isso mais a fundo nas préximas secdes.

Dependéncia no estado inicial

\|

(b) Trajetéria no modelo 2 (fig. 5.2b).

Figura 5.5: Trajetdrias v; = 7, = 1/2 com estado inicial |¢(0)) = 3(|00) -+ |01) -+ |10) -+
|11)). Plotamos a componente |00) pois aqui contribui para os estados antes de pulos
repetidos.

Comecemos tentando definir se esses modelos se comportam como processos renova-
veis, ou seja: se suas evolugdes nao dependem do estado inicial. Comecando a simulagdo
em um outro estado qualquer. Podemos ver os resultado nas figuras 5.5, onde iniciamos no
estado maximamente misto. Podemos ver no inicio de ambas as simulacdes que o estado
do sistema € muito mais complexo, podendo ser uma combinac¢do dos quatro auto-estados
simultaneamente, € que mesmo apds um pulo ainda é uma combinagdo. No entanto, as-
sim que se repetem dois pulos iguais pela primeira vez (em ¢ = 17,7 para o modelo 1,
figura 5.5a, e em ¢t = 22,0 para o modelo 2, figura 5.5b), o comportamento volta a ser o
mesmo que vimos nas demais simulag¢des, onde o estado do sistema s6 pode estar em um
de trés regimes com nimero de excitagdes definido e conhecido: zero (|¢(t)) = [00)),
uma (|1(¢)) = a(t) [01) + b(¢) [10)) ou duas (|(t)) = |11)).

Veremos na secdo 5.3.1 que esse sistema ndo € tecnicamente renovavel, visto que se

renova apenas ap6s pulos repetidos. No entanto, contanto ocorram ao longo da evolugao
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dois pulos iguais em sequéncia (o que é praticamente garantido para simulacdes longas,
como também veremos na se¢do 5.3.1), ou se comegarmos em um estado projetado em
um dos quatro autovetores, o comportamento desses sistemas € bastante regular. Esse
comportamento € uma consequéncia natural do modelo, e, como veremos, poderia ser
induzido sem as simulacdes da figura 5.5; escolhemos mostra-las para apresentar o leitor
ao comportamento das trajetdrias fora dos trés regimes previamente descritos.
Assumiremos sempre que a condicao de que comecamos em um estado de nimero de

excitagdes bem definido € satisfeita daqui em diante.

Dependéncia nos parametros de acoplamento

Como queremos estudar o impacto do acoplamento com os banhos na evolu¢do do sis-
tema, entender como os parametros de acoplamento ~y; e 7, influenciam nas trajetdrias é
de suma importancia. Comegamos variando apenas a magnitude desses parametros, mas
mantendo-os iguais para os dois banhos (11 = 72 = 7).

Analisemos primeiro o modelo 1 (figura 5.6a). Como esperado, a intensidade do
acoplamento v € correlacionada com a frequéncia dos pulos. Como jd vimos na equagao

(4.20), o valor esperado de um pulo acontecer € proporcional a -y:
E[AN, ()] = (M{ M) (t) = 7 dt] (¢(8)]10) . (5.10)

Anélogo para d Ny (t).

Analisando as trajetdrias do modelo 2 (figura 5.6b), vemos exatamente 0 mesmo com-
portamento, mas também notamos que a taxa de amortecimento das oscilagdes parece ser
proporcional a . Mais a frente, com a matriz da hamiltoniana efetiva (5.18), ficard evi-

dente que ele € proporcional, na realidade, a v, + 5.
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Figura 5.6: Trajetorias para diferentes pardmetros de acoplamentos y; = 2 = 7.
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Dependéncia na diferenca entre parametros de acoplamento A~y

Em seguida, € interessante analisar o comportamento das trajetorias quando os parametros
de acoplamento sao distintos. Para isolar a diferenca entre ambos, fixamos v; +7, = 1e

definimos um parametro Ay = v; — 72, ou seja:

1+ Ay

11— Ay
2 N '

5 (5.11)

4! V2

Vemos os resultados das simulagdes de trajetdrias para o modelo 1 na figura 5.7 e, para o

modelo 2, na figura 5.8.
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Figura 5.7: Evolugao das trajetorias do modelo 1 (fig. 5.2a) para diferentes Ay = 1 — s,
onde y; + 72 = L.

Analisando primeiro o modelo 2 (figura 5.8), mais simples, vemos que persiste a
propriedade que o estado |01) em nenhum momento é mais provavel do que o [10). O que

observamos variando a diferenga entre os acoplamentos Ay = v, — s, € que se a “taxa de
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Ay=-08

|_JEEN
04f 1| Mo
101)

Ay=-05

| TiEN
04fF 1| W10
Hon

i

|_JEEN
04f 1| mio
H jo1)

10F T T T I — 3]
08 B
\/ Ay=05

| 1iEY
04fF M 10
o

3 ay=o08

TN
04r 1| Mo
| ®on

T T T T T 1
0 10 20 30 40 50

Figura 5.8: Evolucdo das trajetdrias do modelo 2 (fig. 5.2b) para diferentes Ay = ~; — s,
onde v; + 72 = 1.

saida” for muito mais forte do que a “taxa de entrada” (Avy £ —1), o estado dominante é
o fundamental |00), pois toda excitagdo é rapidamente emitida de volta para o ambiente;
se for o oposto (Ay < 1), as excitagdes se “acumulam” no sistema e |11) domina; no
entanto, se as duas taxas forem equiparaveis (A~ = 0), apenas |10) domina, nunca |01).
Ademais, agora a taxa de amortecimento da oscilacdo é constante.

No modelo 1 (figura 5.7), no entanto, os efeitos da variagdo de A~ sdo mais com-
plexos. Assim como no caso anterior, a medida que aumentamos o acoplamento relativo
com o banho 1, mais o sistema tende para os estados |11) ou |10), mas, se aumentamos
o acoplamento relativo com o banho 2, mais ele tende para |00) e para |01). Isso se da
pelo mesmo motivo que no modelo 2, mas o segundo caso (|01)) é possivel porque, para
o espaco reduzido do qubit 1, o qubit 2 funciona como um reservatdrio efetivo — nao

Markoviano, no entanto, posto que o estado do qubit 2 € completamente condicionado ao
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histérico de pulos do qubit 1. O que parece menos trivial € que para y; # 7., as oscilagdes
de Rabi durante a evolugdo de resultado nulo tem decaimentos distintos para diferentes
valores de A+, além de tender (caso nao fossem interrompidas pelos pulos) a um estado
estaciondrio dependente do sinal de A, onde | (/|01) |* > | (0|10) |* se A~ for negativo
e | (1|01) |* < | (¥|10) |* se A~ for positivo. Vemos na figura 5.9 um grafico da evolugio

de | (1|10) |* durante uma evolugdo sem pulo.

1.0*‘
0.8
0.6 A
0.4

0.2

0.0
I

Figura 5.9: Evoluc@o sem pulos da componente |01) do estado do modelo 1 (fig. 5.2b)
para diferentes Ay = ; — 75, onde 71 + 72 = 1 e o estado inicial era |¢)(0)) = |01).
Note que para a componente |10) e mesmo estado inicial, o grifico seria o oposto a esse
no eixo y.

Essa evolucdo € dada pela Hamiltoniana efetiva do sistema (4.40). Escrevendo-a na

forma matricial na base {|11) ,]10),]01),|00)}, temos, para o modelo I:

A = %[ GLoL 47 6161 ]
00 0 O v 0 0 0
:20h0z0_307100’ (5.12)
0 aa —h O 210 0 » 0
00 0 O 0 0 0
Ou seja, analisando a mudanca infinitesimal em um estado qualquer:
(
d|in) = —%71 dt|11)
B d|10) = —2Z4;dt|10) — 2idt(h|10) + a|01)
d|o) = —iH, dt |p) = 2 ( ) (5.13)
dj01) = —1y9dt|10) + 2idt(h|01) — «|10))
d[00) = —372dt]00).
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Mas devemos recordar que essa evolucio ndo preserva norma. O estado apds a evolucao

seria:

) + dJ)
V@l + ) (19) +diw)

Deste modo, para o primeiro e dltimo caso, que nao ganham nenhuma outra componente,

') = (5.14)

a normalizacdo do estado cancela a evolugao:

y 1) = de i)
117) = = |11). 5.15
) = e = ) (5.15)

Mas, para os dois intermedidrios (|10) e |01)), que interagem entre si, vemos que:

a[10) + b[01) =(a (10| + b(01] ) (a[10) + b]01) ) (5.16)

=1— (a®y, + b*y,)dt (5.17)

E, assim, para um estado qualquer, o decaimento infinitesimal de |10), por exemplo, é
proporcional a valw Deste modo,se y; > 7, (como ambos sdo positivos), a contribui¢ao
de suas componentes |11) e |10) aumenta (pois decai mais devagar que a normalizagdo) e
a das suas componentes |01) e |00) diminui (pois decai mais rdpido que a normalizac@o);
se 1 < 72, O contrdrio acontece; e, se y; = 72, 0 decaimento de cada componente se can-
cela com o decaimento da normalizacdo, portanto apenas a Hamiltoniana (ndo efetiva)
contribui para a evolucdo das distribui¢des de probabilidade e vemos a oscilacdo de am-
plitudes constantes da figura 5.6. Analisaremos com mais calma os estados estaciondrios
na proxima se¢ao (sec. 5.2.2).

Retornando ao modelo 2 (figura 5.2b), podemos verificar que as conclusdes que che-

gamos lendo os graficos da figura 5.8 se verificam ao analisarmos a sua Hamiltoniana

efetiva:

~ 7 . o
HY =H — 5 [71 01_(7}r + 72 aiaz]
00 0 0 v 0 0 0
0 h 0 | 0 0 0 0
—9 “ ! . (5.18)
0 a —h O 210 0 1+ O
00 0 0 0 0 0 Y2
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De fato: as distribui¢des das componentes de |10) e |01) ndo dependem de A+, mas a
segunda é constantemente reduzido por um fator (y; + 72)/2 > 0 — o que explica o
decaimento proporcional a -y na figura 5.6b.

Em sintese, o comportamento das trajetérias do modelo 2 é o mais bem comportado
dos dois: existe apenas trés estados em que o sistema pode se encontrar, que depende
exclusivamente da quantidade excitagdes no sistema, sendo que dois deles sdo constantes
no tempo (|11) e |00)) e o terceiro apresenta sempre 0 mesmo comportamento de oscilagdo
amortecida, dependendo unicamente da Hamiltoniana (para a frequéncia de oscilagdo) e
de > . v; (para a taxa de amortecimento).

O modelo 1, em contrapartida, € degenerado no caso de uma excitacdo. Seus estados
correspondentes parecem tender a estados estaciondrios (investigaremos isso a Seguir)
mas a taxa de amortecimento depende diretamente de ambos os parametros de acopla-
mento. Ademais, olhando para a figura 5.7, esses estados estaciondrios aparentemente
também dependem de A~. Por fim, ainda existe um caso particular quando 7, = 5 em

que as oscilagdes ndo sdo amortecidas, e os dois estados degenerados sdo estaveis.

5.2.2. Evolucdo do estado ndo condicionado

Podemos, utilizando a equacdo (4.45), calcular analiticamente a evolug¢ao do estado ndo
condicionado, isto é: a evolu¢do média de todas as trajetorias possiveis:

Nota-se na figura 5.10 que, para ambos os modelos, apds algumas oscilag¢des iniciais,
o sistema tende a um estado estaciondrio. E possivel observar, também, que esse periodo
oscilatério se estende por mais tempo para Av’s maiores, o que faz sentido, visto que
sempre come¢camos no estado fundamental, portanto o primeiro pulo possivel sempre
envolve a entrada de uma excitagdo, e, se 7» < 7; demora mais tempo para que ela saia
do sistema, e é sempre necessario certo tempo para que a Hamiltoniana propague parte da
excitacao para o qubit 2 e permita que outra possa entrar no qubit 1. Outro comportamento
esperado em ambos 0s casos que podemos verificar nos graficos € que, se Ay < 0, o
estado fundamental |00)(00| domina e, se Ay > 0, apds o0 tempo necessdrio para que
duas excita¢des entrem no sistema, o estado mais excitado |11)(11| domina. Ademais, os
tnicos elemento fora da diagonal em nossas simulagdes foram |10)(01| e seu complexo

conjugado pois assim também o era na Hamiltoniana (5.1).
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(a) Modelo 1 (fig. 5.2a).
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(b) Modelo 2 (fig. 5.2b).

Figura 5.10: Evolugdo temporal das componentes do estado ndo condicionado do sistema
para os diferentes modelos, variando a diferenca entre os acoplamentos Ay = v, — 7,
iniciados no estado fundamental |00)(00|. Note que agora estamos tratando de um estado
misto, mas mantivemos a notacdo de vetor para os elementos na diagonal principal por
clareza. Para todos os gréficos, a evolugdo de |01)(10] é idéntica a [10)(01|. Todas as
demais componentes nao plotadas sao nulas.
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Analisando mais a fundo primeiro o modelo 1 (figura 5.10a),vemos que apés uma di-
ferenca para tempos curtos dada pelo estado inicial, as componentes de [01)(01| e |10)(10]
convergem para o mesmo valor, independente de A~y. O motivo para a divergéncia inicial,
com pico em |10)(10], é o ja mencionado fato que a excitagdo sempre entra pelo qubit 1 e
leva certo tempo para se propagar para o qubit 2 (se comegassemos o sistema no estado

11)(11

, 0 pico seria na curva de |01)(01|). A convergéncia no estado estaciondrio final é
mais interessante, pois indica que os dois estados possiveis para uma excitagdo (qubit 1
inicialmente excitado apds o pulo e qubit 2 inicialmente excitado apds o pulo) sdo igual-
mente provaveis para quaisquer acoplamentos com o banho. Também € interessante notar
que os estados fora da diagonal principal tendem a zero para tempos longos, que se da por
conta do fluxo de energia pelo sistema passar apenas pelo qubit 1, e, portanto, tomando
a média a contribuicdo de todas as trajetdrias possiveis, as interagdes entre os dois qubits
tendem a se cancelar. Ou seja, € como se o sistema ndo condicionado primeiro precisasse
de um tempo para sair do estado inicial, em que excitacdes entram no qubit 1 e fluem para
o 2, terminando em um estado misto com elementos apenas na diagonal principal, dado
por trés pardmetros independentes: um termo duplamente excitado |11)(11], um termo
fundamental |00)(00| e um termo em fung¢do da combinagdo maximamente mista dos dois
estados com uma unica excitagdo |01)(01| + [10)(10].

Voltando-nos agora para o modelo 2 (figura 5.10b), a diferenca que mais chama a
atencao € que, pelo mesmo motivo que nas trajetdrias condicionadas (figura 5.8), a com-

ponente |10)(10

¢ sempre maior que |01)01|. Também ¢ interessante que, inclusive no

estado estaciondrio, as componentes fora da diagonal ndo se anulam. Em particular,
Obs: enquanto

grifava, corrigi - |10)(01] = |01)10| # 0 Vt. Isso se dd pois o subespago de uma tnica excitagdo no
na vers&o final:

f0<1 1' C;I_rsssls1 (I)(;I> sistema ndo € mais simétrico, como no modelo 1 (figura 5.10a), onde uma excitagdo tem

==0 igual probabilidade de fluir do qubit 1 para o 2 ou vice-versa e, portanto, na média (re-

r=rho -~ .. . L1 C ..
( ) cordando que a evolug¢do ndo condicionada é a média de todas as trajetdrias possiveis),
as correlagdes entre os qubits tendem a se cancelar a medida que alcangamos o estado
estaciondrio. No modelo 2 (figura 5.10b), as interagdes com os banhos impde um fluxo

médio do qubit 1 para o qubit 2, e, portanto, o estado ndo condicionado dos dois qubits é

sempre correlacionado.
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Estado estacionario

Podemos olhar com mais aten¢@o para os estados estaciondrios da evolu¢do nio condici-
onada reproduzindo o método de vetorizacao apresentado nas equacoes (4.42) e (4.43) e
encontrando o autoestado p'de eLt. “Des-vetorizando-0”, obtemos a matriz densidade do
estado estaciondrio p,,. Apresentamos as suas componentes nao nulas em funcgio de A~y

na figura 5.11.

Estado estacionario ndo condicionado
T T

Estado estacionario ndo condicionado

08
m|1)
1| m|10)
mo1)
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= [00)
1001

02|
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| mp10ye o1y

_| m00)
0.0}=<

-10 -05 00 05 10 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0
oy Ay

(a) Modelo 1 (fig. 5.2a). (b) Modelo 2 (fig. 5.2b).

Figura 5.11: Estado estaciondrio do estado ndo condicionado do sistema em fungdo da
diferenca entre os parametros de acoplamento com os banhos. No grifico do modelo 2,
fig. 5.11b, a componente |10)(01] e seu complexo conjugado coincidem. Todas as demais
componentes ndo plotadas sdo nulas.

Uma fator que pode ser facilmente verificado € que o estado estaciondrio para ambos
os modelos € independente do estado inicial (recordar da discussdo sobre processos re-
novdveis na secao 4.3). Para o modelo 1 (figura 5.11a), comprovamos que o estado nao
condicionado do sistema tende sempre para um estado com elementos apenas na diagonal
principal do tipo a [11)(11] + b( [10)(10] + [01){01| ) + ¢|00)00], onde quanto maior ¢
a “taxa de entrada” de excitacdes em relacdo a “taxa de saida”, mais excitado ou funda-
mental € o estado estaciondrio. Quanto ao modelo 2 (figura 5.11b), podemos confirmar
que para qualquer A~y € (—1,1) o qubit 1 se encontra mais excitado que o qubit 2, assim
como a coeréncia entre eles (estados [10)(01| e c.c.) ndo se anulam, em acordo com o que
jé tinhamos podido inferir pelos gréficos da figura 5.10b.

Por fim, sé ressaltamos mais uma vez que mesmo quando o estado ndo condicionado ja
se encontra praticamente em seu estado estaciondrio, as trajetdrias individuais continuardao

a oscilar estocasticamente. Se olharmos para a figura 5.10, notamos que para ¢t = 50, o

estado ndo condicionado do sistema, para ambos os modelos e para qualquer A~, ja se
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encontra perto do estado estaciondrio, mas ndo poderiamos saber disso olhando apenas
para este mesmo instante nas trajetorias individuais das figuras 5.7 e 5.8. Recordamos
que isso se da porque as trajetdrias sdo sempre estocdsticas: pulos podem acontecer a
cada momento e um sistema individual nunca entrard em equilibrio. Quando falamos
que a evolu¢do nao condicionada alcangou o estado estaciondrio, estamos falando que a
distribuicdo do conjunto contendo todas as trajetérias é constante.

Expliquemos isso com um exemplo: digamos, como estamos fazendo aqui, que a
simulacdo tem duracdo de 55 unidades de tempo e que o incremento € dt = 0,001 —
ou seja, se realizam 55 mil medi¢des ao longo de cada simulagdo. Cada medicdo pode
retornar trés respostas: 0 (resultado nulo), 1 (jump-up) ou 2 (jump-down), sendo o pri-
meiro muito mais provdvel. Cada combinacao dessa sequéncia de 50 mil medi¢des € uma
trajetoria distinta, ou seja, temos 3% %% trajetérias possiveis! No entanto, todas elas em
t = 0 se encontram em [¢)(0)) = |00), o que certamente ndo é uma configuracdo prova-
vel dados os parametros. Quando o estado médio, sob a evolugdo nao condicionada, se
encontra proximo ao seu estado estaciondrio em um determinado instante ¢ = 7, o que
estamos querendo dizer é que as quantidades de trajetérias no estado (7)) = |11), no
estado |1(7)) = a(7) [10) + b(7) |01) (para todos os valores possiveis de a(7) e b(T)) e
no estado [¢(7)) = |00) sdo as esperadas para a nossa escolha de pardmetros. Evidente
que no instante seguinte ¢ = 7 + dt, vérias dessas trajetérias vao realizar pulos e mudar
de estado, mas o nimero em cada uma das configuracdes vai permanecer praticamente o
mesmo>. Dado que os nossos parametros (h, «, 71, Y2) sdo fixos no tempo, € natural que

essa configuracdo esperada seja estaciondria.

3Para o conjunto total de trajetdrias no estado estaciondrio o nimero total de jump-ups e de jump-downs
em cada intervalo de tempo € praticamente o mesmo. Isso se dd mesmo se a probabilidade de cada pulo
for diferente (i.e. Ay # 0) para as trajetdrias individuais. E.g. se for mais provavel um jump-up (A~ > 0),
teremos dentre as 3% %0 trajetérias um maior niimero em um estado mais excitado, aumentando corres-
pondentemente a probabilidade de um jump-down, ou vice-versa. Isso pode ser verificado com os gréficos
dos estados estaciondrios das evolu¢des ndo condicionadas em fungdo do A~ (figura 5.11): seguindo o
mesmo exemplo, se Ay > 0, o estado estaciondrio é mais excitado, e, portanto, temos um maior nimero
de trajetdrias que se encontram em um estado mais excitado.

82


Lui Zuccherelli de Paula


Capitulo 5. Resultado das simulagdes de saltos quanticos para um sistema de dois qubits

5.2.3. Trajetorias quanticas dos estados reduzidos dos qubits e sua entro-
pia de von Neumann

Estados reduzidos

Em seguida, nos voltamos para a evolugao dos estados reduzidos dos dois qubits (figuras
5.12 e 5.13). Ou seja, para o qubit 1, por exemplo, p; = Tra[[1)|].

Como esperado, dada a Hamiltoniana do sistema, as componentes fora da diagonal
principal das matrizes densidade dos estados reduzidos de ambos os qubits permanecem

nulas ao longo de todas as trajetérias. Notamos, também, que as curvas sdo andlogas as
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Figura 5.12: Evolucdo do estado excitado (1|p;|1) dos estados reduzidos p; dos qubits
i = 1,2 no modelo 1 (fig. 5.2a) para diferentes Ay = v, — 75, onde 71 + 72 = 1. As
curvas foram plotadas com transparéncia para que se possa visualizar quando se sobrepde.
As trajetorias, para cada Ay sdo as mesmas das da figura 5.7
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do sistema como um todo (figuras 5.7 e 5.8) se fizermos as trocas:

[9(2)) = [11) — (1|p[1) = (1]p2|1) =1, (5.19)
[9(®)) = a(t) [10) + b(t) [01) — a(#){1]p1|1) + b()(1|p2[1) (5.20)
|9(£)) = 100) — (1]pa[1) = (L]p2|1) = 0 (5.21)

o que € natural para um sistema continuamente puro.

Ay=-08

I Qubit 1
[¥ Qubit 2

Ay=-05

M Qubit 1
[¥ Qubit 2

Ay =0

M Qubit 1
[ Qubit 2

Ay=05

I Qubit 1
[¥ Qubit 2

Ay=08

M Qubit 1
[ Qubit 2

L L L L
0 10 20 30 40 50

Figura 5.13: Evolucédo do estado excitado (1|p;|1) dos estados reduzidos p; dos qubits
i = 1,2 no modelo 2 (fig. 5.2b) para diferentes Ay = 7; — 7, onde 71 + 75 = 1. As
curvas foram plotadas com transparéncia para que se possa visualizar quando se sobrepde.
As trajetorias, para cada A~ sdo as mesmas das da figura 5.8
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Evolucao da entropia de von Neumann dos estados reduzidos

Uma das propriedades que nos interessa analisar é a evolucdo da entropia de von Neu-
mann S(p) = — Tr[pln p] dos qubits ao longo do tempo. Conhecendo o estado reduzido
dos qubits a cada intervalo de tempo, podemos calcular numericamente sua entropia cor-
respondente. Os resultados estdo apresentados na figura 5.14.

A entropia, para a teoria da informacao, indica quanta informacao estd contida em um
sistema [27], e pode funcionar na mecanica quantica como uma medida de quao misto ele
¢. Para um sistema de dimensdo de Hilbert finita d, a sua entropia maxima sera log(d),
portanto, para um qubit, onde por defini¢do d = 2, S € limitada por baixo por 0 e por cima
por log(2) ~ 0,69. Como a Hamiltoniana € tal que os dois qubits apenas se correlacio-
nam quando existe uma Unica excitacao no sistema, quando ambos estdo excitados ou no
estado fundamental, seus estados reduzidos sdo puros, mas se um esta excitado e o outro
ndo, entdo ambos sdo igualmente mistos. Analisando os graficos da figura 5.14, notamos,
de fato, que a entropia vai a zero quando ambos os qubits se encontram no mesmo estado
mas oscila quando hd, justamente, uma unica excitagdo oscilando entre eles.

Analisando primeiro o modelo 1 (figura 5.14a), notamos que aqui, novamente, existem
dois tipos distintos de oscilagdo. Para Ay < 0, por exemplo, vemos que a primeira onda
tem o pico “cortado” quando sucede um jump-up (ver fig. 5.15a), e parece mais uma
oscilacdo amortecida simples quando sucede um jump-down (fig. 5.15b), invertendo o
comportamento para Ay > 0. Podemos olhar essas duas oscilacdes em mais detalhes na
figura 5.15, onde deixamos o sistema evoluir sob a Hamiltoniana efetiva, ignorando os
pulos.

Note que a curva da figura 5.15a coincide com 0 mesmo caso em que, nas trajetorias
(figura 5.7), as curvas de |10) e |01) trocam de posi¢do. Lembramos que se Ay < 0
(por exemplo), o sistema com uma unica excitacdo tendia a um estado estacionario em
que a componente de |10) era menor do que |01). Mas, apds um jump-up, o estado do
sistema [¢)) se encontra tal que |(0|10)|*> = 1 > 0 = [(|01)|?, portanto além da oscilagdo
amortecida, hd a troca de posi¢des.

Além disso, esses dois regimes claramente distintos sdo mais uma prova de que o
sistema com uma unica excita¢do € degenerado no modelo 1 (figura 5.2a), e em qual dos

dois estados possiveis ele se encontra é condicionado pela sequéncia de pulos.
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1 ay=-05
0.4 1] M Qubit 1
’ 1| Ws
02 ]
n

30 40 50

o
1 2k
N
S

Ay=0
1| M Qubit1
1| Ws

T
40 50

10T ] T ] T ] 8
08F ‘ ]
1 ay=05
06} \ B
04 1| M Qubit1
’ 1| Ms
02F ]
0o ‘ - 1
0 10 20 30 40 50
(a) Modelo 1 (fig. 5.2a).
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(b) Modelo 2 (fig. 5.2b).

Figura 5.14: Evolugdo da entropia de von Neumann do estado reduzido do qubit 1 para
diferentes valores de Avy. A entropia do qubit 2 € igual por simetria. Noque que ela é
limitada por baixo por 0 e por cima por log(2) =~ 0,69 (indicado com uma linha horizon-
tal). Sobrepomos o estado excitado do qubit 1 para que se possa ter no¢do do estado do
qubit em cada instante.
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Figura 5.15: Evolugdo temporal sem-pulos das duas oscilagdes possiveis para a entropia
de von Neumann do estado reduzido dos qubits do modelo 1 (fig. 5.2a) quando existe uma
Unica excitagdo no sistema. Ay = +0,5. As curvas foram calculadas numericamente.

Em contraste, no modelo 2 (figura 5.14b), vemos apenas um tnico tipo de oscilagao,

condicionado apenas pela quantidade de excitagdes no sistema, e ndo o pulo anterior.

5.2.4. Atividade dinamica

Podemos, também, olhar o nimero total de detecgdes N(t), feito o exemplo ilustrado
na figura 4.2, que chamaremos de atividade dindmica. Na figura 5.16 mostramos exem-
plos para dois A~’s diferentes para cada modelo. Note que quando tiramos a atividade
dindmica média para miltiplas simula¢des numéricas, N (¢) tende para uma reta.
Podemos calcular analiticamente o valor esperado de NN (t) integrando o valor médio

dos incrementos estocdsticos (4.14) no tempo:

B[N ()] = /0 t (BN, (49)] + BlaNs(ds))

t
= / ds<71Tr[c}£erip(s)} +72Tr[6}r&1,5(8)}>, (5.22)
0

onde p(t) é o estado ndo condicionado. Este resultado € a linha tracejada nos graficos da
figura 5.16.

Notamos, como esperado, que quanto mais trajetorias usarmos para calcular numeri-
camente o valor médio da atividade dindmica, mais préximo ele fica do resultado anali-

tico, o que € um bom sinal, pois indica que ndo hé erros sistematicos em nossas simu-
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N(t)

N(t)

Atividade dinamica N(t) para Ay =0
T T

Atividade dinamica N(t) para Ay = -0.5
T T T
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N(Y)

T

(a) Modelo 1.

Atividade dinamica N(t) para Ay =0
T T

NG

40

Atividade dinamica N(t) para Ay = -0.5
T T

(b) Modelo 2.

Figura 5.16: As linhas coloridas sdo as atividades dindmicas de 100 simula¢des numéricas
individuais. A linha preta € a média para cada instante de tempo e a vermelha tracejada é
a sua solugdo analitica.

lagdes. Ainda assim, tendo em vista que a variancia das N (t)’s das trajetérias aumenta
com o tempo, quanto mais longas forem as simula¢des, maior € o nimero de trajetorias
requeridas para que o a média dos dN (¢)’s se aproxime de seu valor analitico.

Podemos, inclusive, estudar essa varidncia. Se calcularmos o ruido da atividade dina-
mica, dado por D(t) = Var[N(t)]/t, vemos que, apds certa oscilagdo para tempos peque-
nos que depende do estado inicial do sistema, ele tende a um valor constante, o ruido do
estado estaciondrio pgg. O valor esperado, calculado utilizando a fun¢do FCSNoise, da
biblioteca Melt! do Wolfram Mathematica, €, para o modelo 1 (figura 5.2a):

1 — Ay?

D(pss) = —

(5.23)
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Ruido D(t) para Ay = 0 Ruido D(t) para Ay = -0.5
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(a) Modelo 1 (fig. 5.2a).
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(b) Modelo 2 (fig. 5.2b).

Figura 5.17: Ruido da atividade dinamica calculado a partir de 500 simulagdes numéricas
individuais. A linha horizontal indica o valor esperado do ruido médio, calculado com a
fun¢do FCSNoise, da biblioteca Melt!.

e, para o modelo 2 (figura 5.2b):

D(pss) = (5.24)

(80)2 [5(80)* (A" — 1) + §(80)” (A% = 1)° (3(8K)? — 1) + (A? = 1)°[(8h)” + 1]
(A2 = 1) [(8h)2 + 1] — (80)7°

onde recordamos que h e « s@o os parametros das Hamiltoniana (5.1).

5.3. Distribuicao de tempos de espera do sistema de dois
qubits

Como vimos na se¢do 4.3, o modelo para um sistema com 1 qubit é um processo renova-
vel. Para dois qubits, no entanto, o comportamento passa a ser mais complexo: no geral,

o estado reduzido do qubit interagindo localmente com o banho de fato colapsa para um
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estado definido, mas o do outro qubit ndo. Seja um estado qualquer

(t)) = a]00) + b|01) + ¢|10) + d|11), (5.25)

o estado ap6s o pulo ¢; (5.3) (jump-up), por exemplo, seré:

~1
[(t + dt)) = @(amm +b|01) + ¢[10) + d|11)) (5.26)
= a[10) + b|11), (5.27)

onde p é a normalizagdo, que € absorvida pelos termos com til. Claramente esse estado
ainda depende do estado inicial, no entanto, agora, se evoluir sem pulos por um intervalo

de tempo 7', se tornaré:
(it +T)) = &(cos(QT) |10) + sin(Q27) |01)) + b 111) , (5.28)

onde Q = 4v/a? + h? é a frequéncia de Rabi da Hamiltoniana (4.40). Note que para

qualquer ¢, se o proximo pulo também for up:
Wt +T+dt)) =¢ |[wit+T)) =|11). (5.29)

O mesmo ocorre para jump-downs repetidos (mas para estado final |00)).

Ou seja: quando temos dois pulos iguais em sequéncia, temos um processo renovavel.
Mas e quando os pulos sdo trocados? De fato, se comegarmos com um |)) desconhecido,
ndo temos como saber o estado final. Aplicando um jump-down a equagdo (5.28), por
exemplo:

a cos(2T)

/

Yt +T+dt)) =G |pE+T)) = |00) + 5 01), (5.30)

onde p’ é a normalizagdo. Sem saber os valores de a e b na equacdo (5.25) é impossivel
saber o valor final de cada componente de |¢(t + T + dt)).

No entanto, se comeg¢armos com |00) ou |11) (analogamente: se comegarmos com um
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estado qualquer e evoluirmos o sistema até dois pulos repetidos acontecerem?), o estado

apos o pulo pode apenas ser:

¢1]00) = |10) (5.31)

&y |11) = |01) (5.32)

(vamos nos limitar modelo 1 (figura 5.2a) por ora, mas aqui para o modelo 2 (figura 5.2b),
basta trocar |01) por |10) em (5.32)) que, se evoluir por um tempo e em seguida fizer o

pulo oposto:

¢ (a]10) +b6101) ) = [11) (5.33)
¢1(c]10) +d|01) ) = |00) . (5.34)

No entanto, apesar do processo tecnicamente nao ser renovavel, em alguns casos con-
seguimos separar uma WTD de n pulos W (t1,ky, ..., t,, ka|po), de maneira andloga a

equacao (4.64):
W(ti,k, ... po) = W (tn.knlkn—1)W (tn-1.kn—1|kn—2) - - - W(t1,k1|po), (5.35)

com algumas condi¢des que ainda iremos explicitar. Em outras palavras: pode sim ser
uma cadeia de Markov®. Mesmo assim, nio podemos chaméa-lo de um processo renovével
porque ndo temos como saber qual € o estado apos o pulo, tudo o que sabemos é que
existem duas distribui¢des condicionadas unicamente pelo tltimo pulo.

Como nestes casos existem apenas trés distribuicdes possiveis, podemos reescrever as

“Para tempo suficientemente longo, a probabilidade de uma trajetéria nio ter dois pulos iguais em
sequéncia é insignificante — e, portanto, a contribui¢do para as distribuicdes de tempo de espera dessas
trajetorias também € insignificante. Como mostraremos adiante, para o caso de Ay = 0, por exemplo, a
probabilidade de pulo trocado € de 0,88, e cada simulagdo tem em média 498 pulos, portanto a probabilidade
de uma simulagio sem dois pulos iguais sucessivos é da ordem de 10728,

SAqui é bom enfatizar que a evolucio em si do sistema é por construcio um processo de Markov.
|1(t + dt)) depende apenas de |1)(t)) e do que aconteceu durante o intervalo (¢,¢ + dt). As interagdes
entre os sistema e os banhos 1 e 2 sdo Markovianas e a probabilidade de um pulo depende unicamente do
estado do sistema no instante imediatamente anterior. O que estamos analisando aqui € a distribui¢do de
pulos levando apenas a sequéncia de pulos em considerac¢do e desconsiderando os estados do sistema. Em
resumo, o que estd em discussdo € se a sequéncia de pulos por si s6 seria um processo de Markov.
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WTDs de cada intervalo como:

W (t,klk,pss), para k= ¢q,¢éo, (5.36)
W(ta él|627p55)a (537)
W(t7 éQléhpSS)a (538)

onde pgg € o estado estaciondrio da evolucdo nao condicionada do sistema. Provaremos
no final deste capitulo que essas trés distribui¢des sdo independentes dos estados e pulos

anteriores.

5.3.1. Calculo analitico das WTDs

Para simplificar a leitura, daqui em diante nesta se¢do chamaremos os trés tipos de estados

possiveis do sistema:

o) = [11), (5.39)
|11) = qualquer combinagdo de |01) e |10), (5.40)
|109) = |00) . (5.41)

Também trocamos os operador de jump-up ¢; por T e o de jump-down ¢, por |.

Recorde que |¢1) depende do tempo, enquanto |1)y) e |t)5) sdo constantes. O que
faz desses modelos particularmente interessantes é que |11), seguido de qualquer pulo,
termina em um dos estados constantes, e o Unico proximo pulo possivel € o oposto (i.e.
se ele fez um jump-down e pulou para |t)g), s6 poderd fazer um jump-up em seguida).

Podemos calcular analiticamente sua WTD usando a equacdo (4.58):

T [Fre 0 To b1 (e ]

W<t’ T | \lf ) |¢1>) = Tl”[jg |1/}1><1/)1|] )

(5.42)

andlogo para um jump-up seguido de um jump-down. Note que por conta da normaliza¢do
em Tr[ 75 [¢1 X1 ], deixa de importar em qual dos infinitos estados possiveis de |1;) o
sistema estava no comeco. Ou seja, para ambos os modelos o tempo entre o antepeniltimo

pulo e penultimo pulo € irrelevante para a distribuicdo, basta saber em qual dos trés tipos
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de estado |¢;), i = 0,1,2, o sistema estd. Ademais, para o modelo 1 (figura 5.2a) em

particular, a degenerescéncia de |t/;), descrita na se¢do 5.2.1 e exemplificada em diversos

dos graficos, ndo influencia em absoluto na distribui¢do de tempos de espera.
Voltando-nos primeiro para o modelo 1, é possivel resolver a equacdo (5.42) com

bastante facilidade, obtendo-se:

Wl(tu T ’ \l/ ) |¢1>) = f}/leivltu Wl(tv i/ | T ) W1>) = 726772t- (543)

O indice ; indica que se trata de uma WTD do modelo 1.

No entanto, se comeg¢armos com 0s outros dois estados, existem, para cada, duas
distribui¢des possiveis: comegando no estado [1g) e tendo um jump-up seguido de um
Jump-down, terminando de volta em |v), ou temos dois jump-ups, terminando em |t)5),

respectivamente:

Wl(ta \L | T ) |¢0>)a € Wl(tv T | T ) |7v/}0>) (5.44)

Anélogo para evolugdes comecadas com |1;), temos dois casos possiveis:

Wl(ta T ’ \l/ ) |¢2>)7 € Wl(t7 \L ’ \l/ 9 |¢2>) (545)

Suas equagoes ficam:

Wit 111, 1)) = me™52a? <C°Sh(0+t) ;C‘)Sh(c‘”) L (5.46)

Wt ] 4 o) = e 72 (SO 0RED) s
onde definimos

Ce=2[FA-(Q+T)], A=/Q+T )?-aT_,

m—\
F_E 1 2
()

recordando que h e o vém da Hamiltoniana (5.1) e que 2 = 4v/h? 4+ o? é a frequéncia de
Rabi. Ou seja: a unica diferenga entre as duas distribuicdes € a amplitude proporcional ao

~; correspondente.
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As outras duas distribui¢cdes tém, no geral, equagdes muito mais complexas, ndo va-
lendo a pena serem escritas aqui (ver a figura 5.18 para dois exemplos de seu comporta-
mento). No entanto, se fixarmos 7; = 2 = 7y, podemos simplificar enormemente essas

quatro distribuicoes:

2 1.2
Wit L1, [tho)) = Wit 1| 4, i) = 7e™" (1 = O‘SmQ—/(QQt/”) . (548)
2 1.2
Wit 111, o)) = Wit 4| 4, eba)) = ve”t“mﬂ—/(;”/z) (5.49)

Plotando em um gréfico essas seis distribui¢des, obtemos a figura 5.18.

Ay =05

.
06",
041

0.2

D 0.0

I ) h T
10 0 2 4 6 8 10

(a) WTDs do modelo 1 para Ay =0  (b) WTDs do modelo 1 para Ay = 0,5

Figura 5.18: As seis distribui¢cdes de tempo de espera do modelo 1 (fig. 5.2a) calculadas
analiticamente para y; + 7, = 1 e diferentes valores de A~v. Para Ay = 0, assim como
indicado nas equagdes (5.48) e (5.49), as curvas se sobrepde. Para Ay = —0,5, as curvas
tracejadas e as continuas do grafico da figura 5.18b trocariam de posi¢ao.

Comparando a figura 5.18a com a 5.18b, notamos que, assim como esperado, se y; >
72, distribuicdes em fungdo de jump-ups se tornam mais provaveis do que as em funcao
de jump-downs.

Analogamente, para o modelo 2 (figura 5.2b), obtemos a figura 5.19.

Igual ao modelo 1, nas equagdes (5.43), o comportamento partindo de um estado in-

termedidrio |¢);) e pulando para um dos estado constantes é um decaimento exponencial:

Wat, T [n) =me ™, Walt, L1, i) = e (5.50)

Nao deve surpreender que essas distribuicdes sejam idénticas as do modelo 1 (5.43): em

ambos 0s casos teremos operadores locais atuando em um sistema no estado |00)(00| ou
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Ay =05
—_— WLy
WL T, g

— Wt

06"

0.4

Wt TT.wo

)
)
)
W TV, 2)
)
WL, g2)

(a) WTDs do modelo 2 para Ay =0  (b) WTDs do modelo 2 para Ay = 0,5

Figura 5.19: As seis distribui¢cdes de tempo de espera do modelo 2 (fig. 5.2b) calculadas
analiticamente para v; + 7. = 1 e diferentes valores de Avy. Note que para Ay = 0,
as quatro dltimas distribui¢des, comecadas em |1)g) € |1)o), estdo se sobrepondo. Atente,
também, que apesar das cores terem sido mantidas as mesmas da figura 5.18, trocamos
nas curvas rosa e vermelha o tracejado pela linha continua, para facilitar a leitura nas
curvas que se sobrepde.

|11)(11]. Por simetria, é indiferente para a distribui¢do de probabilidades se o jump-down
age no qubit 1 (modelo 1) ou no qubit 2 (modelo 2).

Suas equagdes em funcdo do tempo ficam:

W2(t7 T ‘ \L ) W2>) = W2(t7 T ‘ T ) Wo>)

_ %67%15&2 (cosh(D_t) - cos(D+t)> 7 5.51)
B
W2(t7 \l/ ‘ T ’ W0>) = W2(t7 \l/ ‘ i ’ W2>)
_ 7267%%2 (cosh(D_t)B— cos(D+t)> 7 (5.52)
onde definimos
Di=\2(B£(Q+T,), B=@Q+T)?al,,

I, = n+1\’
T 4

Ou seja, a unica diferenca entre estas distribuicdes e (5.46) e (5.47) € que B depende
da soma de 7; com 7., enquanto que A depende da diferenga. Mas essa distin¢do ja
€ suficiente para que possamos separar a dindmica entre uma componente hiperbolica e
uma senoidal, visto que necessariamente ; + 2 > 0, mas A~ pode mudar de sinal.

A caracteristica que mais chama atencao nas WTDs do modelo 2 (fig. 5.2b) em relacdo
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as do modelo 1 (fig. 5.2a) é que temos apenas quatro curvas distintas. Analisando-as,
notamos que, ao contrdrio do modelo 1, ndo estdo condicionadas ao estado anterior ao

pulo e ao primeiro pulo, mas apenas ao estado apds o primeiro pulo:

Walt, 1 [ [vo)) = Walt, 1| L, [¢1), (5.53)
Walt, L[ [e2)) = Walt, L1, [¢1), (5.54)
Wao(t, L [[v1)) = Walt, L 1, [do)) = Walt, L[ L, [42), (5.55)
Wao(t, 1 [ [¢1)) = Walt, 1[4, [¢e)) = Walt, 111, [tho))- (5.56)

Esta é uma consequéncia direta do set-up. Se recordarmos a discuss@o na se¢do 5.2.1,
no modelo 2, ao contrdrio do modelo 1, o estado intermedidrio |1);) ndo é degenerado,
portanto ndo faria sentido haver seis distribuicdes distintas. Ademais, como no estado
intermedidrio uma excita¢do no qubit 1 deve “fluir” por meio da Hamiltoniana até o qubit
2, tanto para que possa sair do sistema (jump-down) quanto para que outra excitacdo possa

entrar (jump-up), esperamos, de fato, que suas distribui¢cdes comecem em zero.

5.3.2. Calculo numérico das WTDs utilizando as simulacoes
O método que foi empregado para plotar a WTD foi rodar mil simulagdes para cada caso,
cada uma com duracido de mil unidades de tempo, extrair a sequéncia de pulos, com o
instante em que cada pulo aconteceu, e plotar o histograma dos intervalos.

Contudo, agora nao mais temos acesso ao estado do sistema (como seria em um ex-
perimento real, alids). Evidente que podemos inferir esse estado com base nos pulos
anteriores, encontrando a dltima vez que dois se repetiram e, a partir disso, inferir to-
dos os estados posteriores. No entanto, a distribuicdo decorrente inviavelmente vai estar

condicionada por uma lista arbitrariamente longa de pulos:

para kifn = kifn
W (ks i - Ko Kin) " (5.57)

c k’j+17él€j, VJE(Z,Z—H—Fl)

sendo que esse n € desconhecido.

A primeira conclusdo € que apenas simulacdes numéricas longas o suficiente pode-
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rdo nos levar a resultados que se aproximam do valor analitico esperado. Isso pois, se
forem curtas demais, a probabilidade de dois pulos ndo se repetirem € ndo nula e toda a
trajetoria se mantém condicionada ao estado inicial (para os parametros utilizados, essa
probabilidade € praticamente zero, como mencionado na nota de rodapé 4).

Poderiamos, entdo, pegar as listas de pulos, identificar pulos repetidos e, a partir deles
inferir o estado do sistema para cada instante, mas esse método parece muito artificial.
Em vez disso, foi decidido plotar distribui¢des totalmente distintas das das figuras 5.18 e

5.19, com condicionadas apenas a sequéncia de pulos:

W(takiJrllki) W>) — W<t7ki+1’ki7kifl) (558)

(nos limitaremos a dois pulos).

T
r 6000 ]
2000 - Ay =0 B r Ay =05
[ 5000
W(t|T,4) W(td|T,d)
g 1500 Wt 8 4000 W, I, T)
s Wit M4 d) Fy r Wit T4, 4)
o r W(t,4[1,1) o 3000F W(t,4[1,1)
2 1000t g r
3 3 W[4, 1) 3 L W(t [, 1)
W(,TT,4) 2000 w(t,t1,4)
1000 ]
8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

] L B L A

2000 Ay=05

W(t, 4|4, 1)
W(t,T1,4)

W(t, 4[4, 1)

W(t,4|1T,4) 1500 W(t,4|T,4)
» »
2 W, T, T) 2 W(t, T4, )
s Wit M4 d) s Wit M4 4)
g Wt [t 1) S 1000 W(t, 4|, 1)
£ £
5 ]
z z

W(t, t1T,4)

500

(b) Histogramas do intervalo entre pulos do modelo 2 (fig. 5.2b).

Figura 5.20: Histograma do intervalo de tempo entre pulos para 1000 simulagdes de
duracdo de 1000 unidades de tempo. Notamos que assim como para a solugdo analitica,
para Ay = 0 existe uma simetria a troca de pulos W (¢, 1+ | 1,4) =W, L |4, 1),
etc.).
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Observando os graficos da figura 5.20, notamos rapidamente que os histogramas nao
correspondem as distribuicdes previstas. Isso se da por dois fatores: Primeiro, a ambi-
guidade do estado inicial previamente discutida: W (t, | | 1, ]), por exemplo, pode
ter comecado em |1)5) ou [t);) (terminando, respectivamente, em |i1) ou |t)g)), € ndo te-
mos acesso direto a essa informacdo por meio das simulacdes. Em segundo lugar, para
A~y # 0, uma distribui¢do de pulos repetidos € limitada pela outra. Se Ay < 0, por
exemplo, a probabilidade de o sistema dar dois jump-downs € maior do que a de dar dois
Jump-ups, mas para essa sequéncia ser possivel, ele tem que comegar no estado |12}, que
para esse A~y é menos provavel que o estado |1)y). Isso pois o estado |t)s), seguindo ainda
o mesmo exemplo, necessariamente sO € alcangado ap6s dois jump-ups se partirmos do
estado inicial |¢)g). Ou seja: no final o nimero total de pares em sequéncia de jump-ups
tem que ser igual ao de jump-downs.

Portanto, ndo podemos simplesmente utilizar as solu¢des analiticas apresentadas nas
figuras 5.18 e 5.19 e esperar que elas coincidam com as simulagdes. Para resolver o

primeiro problema, marginalizamos as distribui¢des pelo seu primeiro pulo:

W(tkialk) = > Witk lkikio), (5.59)
ki1e{t{}
levando em considerac¢do os estados permitidos.

Em seguida, para resolver o segundo problema, mudamos os estados anteriores ao
primeiro pulo para o estado estaciondrio da evolucao nao condicionada pgg (figura 5.11)
[41]. Isso pois, visto que as simulagdes sao longas em comparagdo com os intervalos entre
pulos, esse € o estado médio do sistema durante praticamente toda a duracdo da simulagao.

Deste modo, as distribui¢des de tempo de espera sdo normalizadas corretamente. Assim:
Wi (t,kig1|ki) = Wa(t,kivilks, pss), (5.60)

onde Wy corresponde a distribui¢do numérica extraida das simulagdes e W, a distribui-
cdo esperada calculada analiticamente usando a equacdo (4.58). Vemos o resultado das
comparacdes nas figuras 5.21 e 5.22.

O que podemos concluir € que mesmo a evolugdo do sistema nio sendo um processo
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renovavel, € possivel tanto calcular analiticamente as suas distribui¢des de tempos de es-
pera condicionadas apenas pelo dltimo pulo quanto extrair essas distribuicdes das simu-
lagdes numéricas das trajetorias. A evolugdo completa, apds multiplos pulos e intervalos

de evolucdo sem detec¢do, pode assim ser caracterizada como uma cadeia Markoviana.
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Figura 5.21: Comparagdo das WTDs para o modelo 1 (fig. 5.2a).
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Figura 5.22: Comparacdo das WTDs para o modelo 2 (fig. 5.2b).
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6

Difusao quantica

Apresentamos, no comego do capitulo 4, a definicdo de trajetoria qudntica: sao as reali-
zacdes condicionadas pelo resultado do monitoramento de um sistema dado que sua evo-
lucdo média, ndo condicionada, tende a ser continua quando o intervalo entre medigdes
dt — 0, e como nos permite definir as medidas continuas qudnticas. No modelo entdao
apresentado, o de saltos quanticos, o back-action das medi¢cdes provocava uma grande
descontinuidade nas trajetorias. A continuidade na evolucdo média, assim, era atingida
apenas porque os pulos ocorriam com probabilidade proporcional a d¢.

No presente capitulo, apresentaremos outra maneira de realizar medi¢des continuas,
desta vez por meio de medidas Gaussianas fracas (que chamaremos as vezes apenas
de medidas Gaussianas ou medidas fracas). Neste protocolo, em vez de termos longos
periodos de evolugdo sem deteccao seguidos de colapsos bruscos quando um clique acon-
tece, teremos a todo instante o operador de medicao provocando pequenos desvios no
estado do sistema — desvios estes cuja variancia € proporcional a d¢. Por fim, focaremos
em particular no método conhecido como ponto de contato quantico (QPC, na sigla em
inglés).

As referéncias principais para este capitulo foram, para as se¢des de calculo esto-
castico os livros “Stochastic Processes for Physicists” [28] e “Quantum Measurement
Theory and its Applications” [18], de Kurt Jacobs; para as se¢des sobre medida fraca
quantica e QPC, o tutorial “Current fluctuations in open quantum systems: Bridging the
gap between quantum continuous measurements and full counting statistics” [20], de

Gabriel T. Landi, Michael J. Kewming, Mark T. Mitchison e Patrick P. Potts e o ja ampla-
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mente citado Quantum Measurement and Control [17], de Howard M. Wiseman e Gerard

J. Milburn.

6.1. Equacoes diferenciais estocasticas e ruido Gaussiano

Na se¢do 4.1.1 foi apresentada a ideia de que o incremento de uma equacdo diferencial

pode depender de varidveis aleatdrias. Reproduzindo a equacio (4.12):
do = f(x,t) dt + g(x,t) dE(2), (6.1)

onde d¢(t) é uma variavel aleatdria que pode assumir um valor qualquer em cada incre-
mento.

Para intervalos de tempo dt finitos, definindo ¢, = ndt, paran = 1,...,00, a con-
sequéncia mais significativa desse fato é que cada realizacdo da varidvel em z(t,,) é con-
dicionado a todos os valores d&, . . ., d§,, que a varidvel assumiu até o momento.

No capitulo 4, estudamos o caso em que essa varidvel aleatdria caracterizava um pro-
cesso pontual, podendo valer 0 ou 1 e cuja média era proporcional ao intervalo de tempo
dt: E[d&(t)] = A(x)dt, onde A(x) é uma fungdo positiva. Essa varidvel aleatdria, cha-
mada de incremento d N (¢), modela um sistema fisico na medida que d/N(¢) = 1 corres-
ponde a uma detecg¢do registrada durante o intervalo (¢,¢ + dt), e dN(¢) = 0 a nenhuma
durante o mesmo intervalo. Ou seja, isso sO € satisfeito quando o intervalo € extrema-
mente curto, de modo que a probabilidade de duas detec¢des ocorrerem durante ele é
desprezivel. Neste caso, a fun¢do A(x) apenas corresponde a probabilidade de deteccdo
naquele instante, e, como esse valor € finito, a condi¢cdo para que o modelo descreva uma
trajetoria quantica

lim E[dp(t)] =0 == lim E[dN(¢)]=0 (6.2)

dt—0 dt—0

¢ satisfeita. Ou seja, aquele modelo de fato pode descrever um processo fisico.
Uma caracteristica bastante particular de processos pontuais € que ndo importando
quao curto dt seja, conquanto seja finito, todo pulo (AN = 1) provocara uma quebra

de continuidade na trajetéria. Por mais que a evolu¢do média (ndo condicionada) seja
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continua, as trajetorias ndo o sdo. No entanto, como ja foi sugerido naquela secdo, esse
nao € o unico modelo relevante para descrever trajetérias quanticas.
Digamos que queremos medir uma varidvel cujo valor real x(¢) é medido continua-

mente. O resultado dessa medicao pode ser escrito como:

r(t) = x(t) + (), (6.3)

onde £(t) é o erro de medicdo. Esse erro pode advir de diversas fontes possiveis. Supondo
que ndo seja sistemdtico, d{(t), o erro para cada medigdo de duracdo dt, serd consequén-
cia de diversas flutuacdes microscopicas do sistema, completamente independentes entre
si e cujos tempos caracteristicos podemos supor serem muito mais curtos do que d¢ [28].
Ou seja, cada d¢(t) é a soma da contribuicdo de uma infinidade de varidveis aleatérias
independentes, cujas distribui¢des desconhecemos totalmente. O teorema do limite cen-
tral afirma que a densidade de probabilidade da soma de diversas varidveis aleatdrias
tende a ser uma distribuicdo Gaussiana a medida que o nimero de varidveis vai a infinito
[28]. Ou seja, cada d§ € independente e possui uma densidade de probabilidade idéntica,

razoavelmente aproximada por uma Gaussiana:

1 g2
d¢) = T 202 6.4
p(dg) Crochli (6.4)

onde o é desvio padrdo de d£. Omitiremos daqui em diante a dependéncia de d¢ no tempo,
mas mantenha em mente que para cada intervalo de tempo ele tem um valor diferente.
Como os sistemas fisicos que nos interessa estudar sdo trajetorias qudnticas, quere-
mos que o valor esperado da evolugdo de r(¢) seja continuo quando o incremento dt tende
a zero. Uma maneira de termos isso € se a variancia do erro for uma funcdo de d¢, que

tende a zero a com ele:
Var[d¢] = f(dt) talque lim f(dt) = 0. (6.5)
dt—0

Seja, sem perda de generalidade, x(t) = 0 para todo ¢, podemos definir uma varidvel

medida:

T
2(T) = /0 dé. (6.6)
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Para dt = At finito, T' = NAt e d§(nAt) = AE,, paran,N € N, a variancia de r(T")

sera dada pela soma das N variancias de A¢&:

Var[=(T)| = 2 Var[A¢E,| = N f(At) = f(T), (6.7)

pois = € igual a A¢ exceto pela duragdo do intervalo de tempo, e a sua distribui¢ao deve
ser independente de em quantas partes decidimos dividir 7'.

Seja f é uma fung@o polinomial, f(t) = ft%, ae [ constantes. Assim,

N-—1 «@

Var[A&,] = N (BAtY) = BN Ty BN Te, (6.8)
> Var[Ag,] ( ) N
n=0

Tiramos agora o limite At — 0, ou, equivalentemente, N — 00:

(

0 se a>1

Var[Z(T)] = lim SNU"IT* =0T se a=1 (6.9)
| > se a<l

= f(T) = pT*. (6.10)

Portanto o = 1 e a variancia do ruido é proporcional a d¢.
Removendo a constante 3 para fora da distribui¢do, podemos enfim definir o incre-
mento estocdstico que serd empregado em todo este capitulo e no seguinte, o incremento

de Wiener dIV, cuja densidade de probabilidade é dada por:

1 dw?
dW) = e 2dr 6.11
W= o (©1h
ou seja:
E[dW] = 0, Var[dW] = dt. (6.12)

Assim como nos processos pontuais, ndo podemos ignorar as contribuigdes de se-

gunda ordem de dW as equacdes diferenciais estocdsticas. Seu valor esperado é:

dt = Var[dW] = E[(dW)?] — (B[dW¥T)* = E[(dW)?]. (6.13)
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J4 a sua variancia pode ser calculada a partir de (6.11), obtendo-se Var[(dW)?] = 2d¢2.

Usando esse resultado, podemos calcular a variancia de fOT(dW)Q:

T N-1 N-1
2| _ : 2| _ 2
Var [/0 (dW) } = Var ]\}1_{%0 TLZ:O(AW) = A}l_l}éonZ:OVar [(AW)?]
N-1 T2
T 2y . 2 . L
= ]31_1)1(1)0 nZO(QAt )= 2}\}1_1}1;0 NAt* = 2}\}1_1}1;0 N 0. (6.14)

. T e e £ . ~
Ou seja: fo (dW)? é deterministico. Isso € suficiente para provar que ndo apenas seu

valor esperado, mas, para qualquer equagao diferencial estocastica:

/ (dW)? = / dt. (6.15)

Podemos, por fim, reescrevendo (6.12), resumirmos as propriedades do ruido de Wie-

ner as regras de Ito [28]:

E[dW] =0 (6.16)
E[(dW)?] = dt (6.17)

6.2. Processos difusivos e medida Gaussiana fraca

6.2.1. Processos difusivos e corrente

Como mencionado na sec¢do 3.5, a decomposicio do Liouvilliano £ entre uma parte dis-
sipativa D[¢,] e uma Hermitiana H ndo é tnica. Em particular, qualquer equagdo mestra
estocastica

dp = —idt[H,p| +dt Y _ Dle]p (6.18)
k

¢ invariante sob a transformacao

. . - ol o n .
Cr — C + g, H— H-— 3 ; (akck — ach , (6.19)
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onde o € um nimero complexo arbitrario. Com esses novos operadores de pulo, podemos

definir novos operadores de medicao:
- - A ~ 1
M, =Vdt(é, +«),  My=1—dt|iH+ 3 (e +op) @ +ar) | . (620)
k

Como discutido na se¢do 3.1, isso corresponde a uma mudanca de base no conjunto dos
operadores de medicdo, que desemaranham (“unravell”) as evolucdes condicionadas do
sistema em um conjunto de trajetdrias distinto.

As constantes oy, chamadas de correntes de referéncia, sdo, como mencionado, ar-
bitrariamente grandes. Se forem muito pequenas, € facil de perceber que se recupera a
dindmica dos processos pontuais — mas o que nos interessa € o caso oposto: quando
0s ays sdo muito grandes. Fisicamente, isso corresponde a passar um fluxo de particu-
las muito forte pelo detector, mas onde apenas algumas interagem com o sistema sendo
medido. Como ndo temos como saber quais interagiram e quais nio, temos que supor
que cada particula tem uma probabilidade pequena de carregar consigo informagao sobre
o sistema. No limite onde || — o0, essa probabilidade cai a zero, a back-action no
sistema se torna infinitesimal, e, portanto, a sua evolu¢do condicionada se torna continua.
Estes sao conhecidos como processos difusivos.

Falamos de corrente porque o fluxo de particulas sendo detectadas (fétons ou elétrons)
€ tdo alto que ndo mais faz sentido falar de “intervalos em que uma deteccdo acontece”,
mas sim da “quantidade de deteccdes por intervalo de tempo”. Definimos, respectiva-

mente, a corrente de deteccoes estocdstica e a corrente de deteccoes média como:

I(t)=> w d]:l’“t(t), J(t) =E[I(t)] =Y wE [d]gft(t)} : (6.21)

onde N(t) é a atividade dinimica (ver se¢. 5.2.4) e v} sdo pardmetros relativos a qual
corrente estamos interessados em medir (nos gréficos da se¢do 5.2.4, por exemplo, vy =
v, = 1, pois queremos saber o niimero total de pulos; se 0 nosso foco fosse a excitagdo
do sistema pelo tempo, poderiamos definir 4 = 1 = —v|, etc.). d/V, pode ser tratado

como o incremento estocdstico de um processo pontual, portanto substituimos o seu valor
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esperado em J (t) por (4.20), e, reescrevendo oy, = ||k, temos:

J(t) =Y v Tr[(cx + aw)l (e + an)p(t)]
= Z Uy, (Tr[oz;;ozkp(t)] + Tr[(ape + awé)p(t)] + Tr [élékp(t)D
k

= > v (ol + loul @) (1) + (el (1)) (6.22)
k
onde 7, é a quadratura do sistema:
g = épe 0% 4 éleir, (6.23)

Se a corrente de referéncia for suficientemente forte, [ovg|? > || (Zx) (£) > (el &) (2).

Desprezando, assim, a terceira componente de (6.22), e como |«y| é uma constante, po-

demos medir apenas a quadratura por meio da corrente estocdstica difusiva:

dN,(t
Liie(t) = Zk: IZ_]Z! ( dkt( ) _ \aklz) : (6.24)

a corrente difusiva média passa a ser:

Jaie(t) = Ellae(t)] = Y vieie) (£) (6.25)
k

Esse formalismo é comumente utilizado na 6tica quantica, para modelar as medidas
homodina e heterodina. Na primeira, M = (¢ + ) corresponde a uma medida de foto-
deteccao, onde ¢ s@o os fétons emitidos pelo sistema e a corrente de referéncia o vem de
um oscilador coerente local de intensidade muito superior, que sdo combinados por meio
de um divisor de raios. Assim, quando uma féton € detectado, ele quase que exclusiva-
mente vem da corrente de referéncia, mas, em um referencial girante com a frequéncia do
oscilador local, ainda podemos isolar a equacdo mestra do sistema. A medida heterodina
¢ semelhante, mas a luz emitida pelo sistema € antes dividida por um divisor de raios, e

entdo cada feixe é medido homodinamente.
Uma apresentacdo mais completa desses dois métodos pode ser encontrada na secao

IL.D.1 daref. [20], nas secoes 4.4 e 4.5 da ref. [17] ou na secdo 3.4 da ref. [18]. Neste tra-
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balho focaremos no caso em que a corrente € de elétrons, mas isso serd melhor explicado

na secdo 6.3.

6.2.2. Equacdo mestra estocdstica para processos difusivos

Recordamos a equacio mestra estocastica para processos pontuais (eq. (4.29)):

dp(t) = —i dt[H, p(t) +Z

dt(- S{éér, p(D)} + (é;téw(t)p(t))

+dNy, ( C[fﬁ(t)f) - p(t))] . (626)

(Crer) (t

onde dNV;, = 0,1 Vk, ou seja: hd no mdximo um tdnico pulo por intervalo de tempo dt.
Por simplicidade, trataremos a seguir apenas do caso com um Unico canal quantico, a

generalizagcdo para multiplos ks € trivial. Essa equagdo pode ser simplificada para:

dp=dtLp + ( <dN 7 dt) (eTpe—(cte)p) (6.27)

onde ignoramos as dependéncias em ¢ para facilitar a leitura. Para fazer a transformagao

(6.19), usamos que o Liouvilliano € invariante e a equagdo (6.27) passa a ser:

AN
dp=dtlp+ | i _dt
peE [<cfc>+|a|<x>+|a|2 ]
X [éTpé +lal(cfep + pee i) — (efeyp — |a|<;z>p] . (6.28)

Para |a|> muito grande, podemos usar a aproximagao:

L ~ L _ () — te'e) (6.29)
lowl? + |al(2) + (éTe)  [al? o> ot
Assim, com um pouco de manipulacdo, a equagdo (6.28) vira:
dN ()  (cTe)
dp = dt£p+{ (1——— )—dt
|of? ol af?
x [eTpe—(e'e)p + |al(éTep + pee™™ — (2)p)] . (6.30)
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Removendo todos os termos de ordem inferior a O (|| 2) € reordenando os demais, resta:

dN
dp=dtLp + (— - dt) (eTpe—(cte)p)

jo?
dN z
v (1= 1) = latat] o - @), 631)
|| |
onde utilizamos o superoperador
Hip = élep+ pee ™. (6.32)

para um unico canal.

Reiteramos, no entanto, que a equacao assume que dt¢ € tdo curto que apenas um pulo
acontece. Se tomarmos o limite difusivo |o| — oo, aumentando enormemente a corrente
de particulas, dt¢ teria que diminuir proporcionalmente. Isso pois a transformacao (6.19)

também altera a probabilidade de detectar um pulo durante o intervalo:
Pr(dN = 1) = E[dN] = (MTM) = dt((¢'¢) + |a|(z) + |af?), (6.33)

onde usamos (4.14). Temos, deste modo, que definir um novo intervalo de tempo dr, que
seja longo o suficiente para que o nimero de detec¢des ao longo dele seja muito grande
(no limite, (|o| d7) — 00), mas curto o suficiente para que a variagdo de p seja irrelevante

(i.e. dp(dT) — 0) [20]. Assim, a distribui¢do de detec¢des ao longo do novo intervalo

dr
E ( / dN) ~B {d—T,Pr(dN - 1)} (6.34)
) dt

onde B[n,p]| é a distribui¢do binomial para n tentativas com probabilidade p. Para dt — 0,

passa a ser:

o nimero de tentativas vai a infinito e a distribui¢ao binomial tende para uma distribui¢ao
Gaussiana com média np e variancia np(1 — p).
Podemos usar isso para definir a primeira parte do terceiro termo da equagao (6.31)

como um incremento de Wiener:

dw = /OdT [% (1 - %) — |af dt] . (6.35)
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pois (6.35) satisfaz a primeira regra de 1t6 (6.16):

a2 2)

= {@T@ ( - <x_>> — @)2} —— 0 (6.36)

|at] =00

pela nossa escolha de dr.

Também satisfaz a segunda regra de 1t6 (6.17), pois

o= [ PR (1= ) ] [ (=5 o]
[ -2 -9

—2d7dN(t) (1 _ @) (t)> + (’)(dr2)] : (6.37)

onde usamos (4.13) e a simetria das varidveis de integracao. Assim,
dr 1 A o A
E[(dW)?] :/ dt (M M) (| e % — thdT<MTM>> ( - @)
0 «
/\T/\ A A~
—dr (<C 9,48, 1) ( - @) +0(dr?) —— dr. (6.38)

o af | jal—>o0

Ou seja, a equacdo (6.35) de fato satisfaz as condigdes para ser um incremento de Wiener.
Deste modo, podemos retornar a equagao mestra (6.31) e integra-la para o novo in-
tervalo de tempo d7. Recordando que dr € curto o bastante para a matriz densidade nao

mudar:

dp ~ /Odep<dt>=dr£p+ / (%—dt)( pé— (E0)p) + AW (Hp — ()p)

(6.39)

Note, no entanto, que o segundo termo da equacgdo (6.39) se cancela no limite conti-
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nuo, pois:

- > 0. (6.40)

Assim, recuperando os multiplos canais £ e voltando a chamar o intervalo de tempo

de dt, a equagao mestra de um processo difusivo fica:
dp=dtLp+> AWy (Hip — (dn)p) - (6.41)
k

Esta é a equagdo que serd empregada para a simulagdo das trajetdrias no capitulo 7.

6.2.3. Medida Gaussiana fraca

Nesse novo paradigma de processos difusivos deixa de ser ttil a antiga defini¢do do ope-
rador de medi¢ao como um contador de particulas. Como ja mencionado, frequentemente
temos acesso apenas a corrente. Podemos reescrever a corrente difusiva (eq. (6.24)) em

termos do incremento de Wiener, por meio de uma mudancga a partir da escolha de dW

(eq. (6.35)):

dW 1 [dN .
dW

k

Definiremos agora novos operadores de medi¢do mais adequados. Seja X um obser-

vavel Hermitiano e o operador de medic¢ao

. p i .
M, = (—A dt) e M=)’ (6.44)

™

onde z € R sdo os possiveis resultados da medi¢do e A > 0 a sua forca. Note que se

medirmos um estado qualquer p na base dos autovetores de X = >z |x)x|, temos uma
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distribui¢do Gaussiana de z, com média em (X) e varincia (4 dt)~* + Var[X]:

1
SN 22dt 2
T | 4111} | = (—) Y e P g pla). (6.45)

™
T

Deste modo, parece razodvel tentar reescrever essa fun¢do em termos do incremento de

Wiener, e, de fato, podemos facilmente verificar que
AW = 2V A dt(z — (X)) (6.46)

satisfaz as regras de Itd (basta usar a média e variancia de z). Ademais, substituindo
esse dIV na equacdo (6.45), recuperamos a distribui¢ao do incremento de Wiener (6.11).

Redefinimos também os operadores de pulo
¢, = VAX. (6.47)

Deste modo, isolando z na equagdo (6.46) e substituindo-o no operador de medi¢ao (6.44),

podemos expandi-lo na série de Taylor:

. oNdt) @ AW 2
M= (22 expd —adt (XY - X
( m ) Xp{ (2ﬁdt ) )}
oxdt) dt o,
= (T) exp{—dt (4dt2 — dWdtoc, +(5cz)}

oxdt) i 1
_ (ﬂ) eXp{_Z 4 dWse, — dt 563}

™
(22t
N e

onde 6¢, = ¢, — (¢.) e usamos que dW? = dt.

N

NI

(1 +dWée, — % dt 6¢2 + (’)(dt2)> (6.48)
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Assim, usando que ¢ = ¢, o sistema condicionado apés uma medi¢do evolui como:
y — MepML
T T [sz]\ﬂ]
N e N T
=|1+dWdc, + §dt502 pl1+dWéc, + §dt502
1
=p+di (5@ poe, — 3 {6é§,p}) +dW {6¢,, p}
1
=p+dt (ézpéz -3 {e2, p}) + dW({éz,p} - 2<éz>p>
=p +dtD.p +dW (H[e:]p — (2:)p) (6.49)

onde a normaliza¢do € = 1 porque (0¢,) = (0¢%) = 0 e, na dltima linha, D[¢,] € o

dissipador e substituimos os termos pela quadratura e o superoperador (6.32):

A

&, =¢, + ¢l =26, H.p = pé. + élp = {é., p} (6.50)

Ou seja: paradp = p),— p, a evolugao no sistema provocada por medida fraca continua

€ descrita pela equacio mestra de processos difusivos.

Deteccao de carga
Note que se escolhermos o pardmetro v = (2v/A) ™!, a corrente difusiva (6.43) vira:
(¢2)

La(t) = s 2(¢;) + T =z (6.51)

Assim, se escolhermos o sistema como um qubit e X=n( operador de nimero), a cor-
rente difusiva serd o fluxo dos resultados da medi¢@o continua da sua ocupagao (i.e., para
um qubit, a probabilidade dele se encontrar no estado exitado), ou, em outras palavras, a
sua carga.

A seguir, estudaremos um exemplo real de tal procedimento.
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6.3. Ponto de contato quantico (QPC)

By = 78
®
Banho 1 L, L Banho 2
Y, Y,
Sistema

Figura 6.1: Esquema da medicao continua de um qubit em contato com dois banhos por
meio da corrente passando por um ponto de contato quantico (QPC). Excita¢des entram
no sistema vindas do banho 1, agindo localmente como o operador de pulo L, = Y104,
e saem para o banho dois, agindo como o operador de pulo Ly = Y20_. O operador de
medicao, dado pela interacdo entre o sistema e o QPC, é M = )\6.. 71,2 € £ sdo constantes
positivas, e (i > pp sdo os potenciais quimicos dos contatos do QPC.

Seguiremos nessa se¢do o formalismo de Wiseman e Milburn na se¢do 4.9.1 da refe-
réncia [17]. Na figura 6.1 hd uma ilustracdo esquematica de como funciona uma medic¢ao
continua por ponto de contato quantico. Neste capitulo trabalharemos com um sistema
composto por apenas um qubit (em azul), que interage com dois banhos térmicos (em
amarelo e vermelho), trocando excitagdes com ele. Essas trocas agem no sistema como
operadores de pulo, cuja distribuicao € dada por um processo pontual idéntico ao descrito
no capitulo 4. A diferenca fundamental é que agora esse canal ndo é mais monitorado
diretamente, e podemos apenas inferir quando o pulo acontece pela mudanca que ele pro-
voca no sistema, que, por sua vez, estd interagindo com o instrumento de medi¢do, um
ponto de contato quantico (mais conhecido pelo acronimo em inglés QPC; em cinza, na
figura): dois reservatdrios de férmions com potenciais quimicos p distintos, tal que elé-
trons tunelam do reservatdrio da esquerda para o da direita, produzindo uma corrente /.
Esse QPC estd proximo o suficiente para que a variagdo na carga eletrostatica do qubit
influencie na sua taxa de tunelamento. Se essa variagdo 6/ for muito menor do que a
corrente nominal /, a medi¢do das flutuacdes da corrente realiza uma medida Gaussiana

fraca no sistema.
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Temos uma farta gama de exemplos de aplicagdes experimentais desse procedimento,

e.g. nas referéncias [42-45].

Evolucao nao condicionada

A dinamica do sistema combinado qubit-QPC (ou seja, marginalizando os banhos) é dada

pela Hamiltoniana:

Hio = Hs + Hope + Ha, (6.52)

respectivamente, a Hamiltoniana interna do sistema, a do QPC e a de acoplamento. As

duas dltimas sao dadas por

Hope = (wEé;ék + chZLdk> +3 (qué;dq + T;kdj]ék) , (6.53)
k k,q
Hy=Y e (quéLch + X;kdgék) . (6.54)
k,q

¢fé = n é o operador de nimero do qubit: ou seja, vale 1 se o qubit estiver no estado
excitado e 0 se estiver no fundamental; ¢, e dj, sdo os operadores de aniquilagao do campo
fermionico de niimero de onda k no reservatério esquerdo e direito, cujas energias internas
sdo, respectivamente, wg(p). Tk € a matriz de tunelamento entre o estado k no reservatorio
da esquerda e ¢ no da direita na auséncia da interagdo com o sistema. Note, no entanto,
que se, e somente se, o qubit se encontra ocupado, (n) = (éTé> = 1, e a amplitude efetiva
desse tunelamento muda para 7., + Xg-

Podemos definir a Hamiltoniana de interacdo como:

1 =37 | (v + Xaa) ey + (e + Poxng) . (6.55)

k,q

Por fim, definimos que os banhos agem no qubit como os operadores de pulo:
Ly =mé', Ly = ¢, (6.56)

ou seja: excitagdes entram apenas pelo banho 1 e saem apenas para o banho 2 (ver fig.
6.1).

Seguindo o mesmo procedimento da se¢do 3.3, chegamos, no espaco de Hilbert redu-
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zido do sistema, a equacao mestra quantica:
dp(t) = dt(— il Hs, p(t)] + 1WD[E)(t) + 1 Dlelp(t) + DIT +aXlp(t)) (657

onde, evidentemente, é necessdrio assumir que, assim como os banhos 1 e 2, os dois re-
servatérios do QPC e seu acoplamento com o sistema satisfazem as hip6teses necessarias
mencionadas naquela secao (equilibrio térmico, acoplamento fraco, etc.). Em particular,
isso implica que eV, kgT' < pp(p), onde eV = up — pp € a diferenga de potencia entre
os reservatdrios (assumindo que pugp > up), kg a constante de Boltzmann e 7" a tem-
peratura [21]. D[é(P)] corresponde 2 interagdo entre o sistema e os banhos. Os demais
pardmetros sdo 7 = atgy e X = arxoo, onde 7oy € Yoo sa0 a amplitude de tunelamento
perto do potencial quimico médio e a? = 2weV gpgp, onde gE(p) € a matriz densidade
independente da energia do banho fermidnico esquerdo (direito).

Deste modo, a amplitude de tunelamento média sem ou com o elétron no qubit, res-

pectivamente D e D', sdo
D=|T? > D =|T+x (6.58)

Note que a dindmica média (ndo condicionada) da ocupagdo n do qubit é indepen-

dente da presenca do QPC, pois
[Hope, ] = 0 = [Hy, 7 (6.59)

de fato, para (2)(t) = Tr[efép(t)] = 428 = Ty [ﬁdg—g)}, e, ap6s substituirmos a
equagdo (6.57) em dp(t), notamos que o ultimo termo se cancela pois, pela ciclicidade do
traco,

Tr[n Dlnlp(t)] =0 (6.60)
e os demais podem ser simplificados para:

d{n)(?)
dt

= (1= (A1) +7(A)(*). (6.61)
Note que assim como os sistemas simulados do capitulo anterior, esse também tende a
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um estado estacionario:

! V2
P 'Y1+’72|><| 71+’Y2‘><‘

Processo pontual e corrente difusiva

Assim como nos sistemas do capitulo 4, a dindmica estocdstica do qubit é dada pelo

processo pontual:

(dN1(2)>2 = dNy ), (6.63)
E[AN)] = dim (1 = a)e(t) = diyi Te [T [ pe(t)], (6.64)
E[AN,] = dtpa{)e(t) = iy TH{T [l (1)), (6.65)

onde (). = Tr[- p.] indica que o valor esperado é tirado com relagéo ao estado condici-
onado do sistema, p..
Analogamente, podemos também definir o processo pontual dos tunelamentos através

do QPC:

(dM>2 _ 4N, (6.66)

E[dM] = df T [D[T +AX] pc(t)} — dt <D + (D' - D) <ﬁ>c(t)> (6.67)
ou seja, para e a carga do elétron, a corrente que passa através do QPC € dada por

dM (¢ eD, se o0 qubit estiver vazio,

eD’, se o qubit estiver ocupado.

Supondo que D, D’ > 1,72, ou seja, que o primeiro processo (elétrons entrando
e saindo do qubit) é muito mais lento do que o segundo (elétrons tunelando através do

QPC), podemos redefinir a corrente como uma corrente difusiva estocdstica:

(I)o(t) = eD + (D' — D)(i)e(t). (6.69)

Ou seja, uma varidvel estocdstica, que “pula” entre dois valores constantes ao longo de
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sua evolucd@o no tempo.

Evolucao condicionada

No entanto, tendo em vista modelar experimentos reais, o que de fato nos interessa € o
contrdrio: monitorar a corrente (/)(t) através do QPC e tentar, com ela, inferir o estado
do qubit. Como geralmente ndo medimos os pulsos individuais de elétrons, essa medida é
a que corresponde melhor aos resultados experimentais, mas essa aproximagao apesar de
boa, ndo € suficiente para descrever uma tnica trajetoria [17]. Como veremos nos graficos
no préximo capitulo, o estado do qubit ndo € a tnica fonte de ruido na corrente. H4, além
dos pulos entre eD e eD’, muita flutuacio de frequéncia mais alta que vem em fungdo dos
tunelamentos do QPC em si.

Para termos uma melhor descricdo da corrente condicionada, podemos redefini-la
como um processo de Wiener, e essas flutuagdes do QPC entram como ruido Gaussiano.

Antes de tirarmos o limite difusivo, a equacdo mestra condicionada pela corrente [ é:

. N Mp; Mt
dpr = dt| Lpr + D[Mps | + (dM(t) - dt(MTM>1> TP ) (670)
(MYM)
para M = T + aX, e £ contendo a dinAmica ndo monitorada dos pulos entre o qubit e
os banhos, canais I:l e ﬁz.
Supondo que |D" — D| < D (i.e. |T| > |X|), podemos seguir a derivagdo da se¢do

6.2.2, e, no limite difusivo, a equagdo mestra condicionada pela corrente passa a ser:
dpy = dt (ﬁﬂl + XzDWPJ) + AW ({a, pr} — 2iipr) 6.71)

0 que equivale a equag@o (6.41) para («¢) — 7, cuja corrente difusiva correspondente

(eq. (6.43)) € a grandeza que de fato medimos:

I =T?+2T (X<ﬁ>1 + %) , (6.72)

que, apds subtrairmos a constante 72 e normaliza-la, passa a ser:

aw
Lo = X ()1 + — . (6.73)
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Ou seja: a ocupacdo do qubit mais oscilagdes estocdsticas. Desde que X seja significa-
tivamente maior que 1 (= Var[dW / dt]) e seja o termo dominante, poderemos claramente

discernir o estado do sistema e se entrou ou saiu uma excitacao.

6.4. Algoritmo da simulacdo numérica

Todas as simulacgdes presentes no proximo capitulo foram realizadas utilizando a fun-
cdo QuantumDiffusion (antiga HomodyneSimulate) da biblioteca Melt! [35] do
Mathematica. Ele reproduz os resultados do artigo [46], em particular as equagdes (4) e
(7). O proposito dessa funcdo €, por meio de uma corrente difusiva de resultados de me-
di¢des, como a da equacdo (6.73), obter como evolui o estado condicionado do sistema.

Em resumo, a fun¢do faz isso da seguinte maneira: toma como input (i) a matriz den-
sidade do estado inicial p(ty), (ii) um intervalo de tempo fixo dt, (iii) a duragdo total da
simulagdo t, (iv) um conjunto de operadores ﬁi, 1 =1,...,m, dos canais nao monitora-
dos de interacdo com o ambiente, e (v) um conjunto de operadores de medi¢ao fracos M.,
j=1,....m', m" < m, dos canais monitorados pelo instrumento de medi¢ao. O seu
objetivo &, para cada instante de tempo 41 = t, + dt, n = 0,...,f, atualizar a matriz
densidade do estado condicionado p.(t,+1) em fungdo da medi¢do da corrente ao longo
daquele incremento.

Primeiro define um operador de medicao de resultado nulo Ko (andlogo ao M, da eq.
(4.35)):

. N (U B AR
Ko=1-adt (z’H +5 > LiLit o) M;Mj) . (6.74)
i=1 j=1

Define também as quadraturas 7; = M j+ M jT e o incremento de Wiener: para cada ins-
tante de tempo ¢,, e canal monitorado j, uma varidvel aleatéria dW;(¢,,) com distribuigao
normal de média 0 e desvio padrdo v/dt.

Para cada passo da simulagcdo é dada a integral da corrente de medi¢des ao longo

daquele intervalo infinitesimal:
tnt1
df;(t,) = / Li(t) dt = (2;)(t,) dt + dW;(t,), (6.75)
tn

onde usamos a equagdo (6.73) para [;(t). Esse termo corresponde a um discretizagdo da
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corrente, cada d/;(t,,) é o “agregado” dos resultados da medic@o do canal j ao longo do
intervalo de tempo [t,,,t,+1). Encontra-se, assim, o operador de medi¢do

K(t,) = Ko+ M;dI;(t,) + % > MM (AW () dWi(tn) — Gjxdt),  (6.76)
j=1 k=1
onde ¢; € o delta de Kronecker, e, novamente, tivemos de manter os termos em segunda
ordem por conta do incremento de Wiener. Esse operador corresponde a contribui¢ao do
resultado nulo, mais a contribuicdo de cada operador de medi¢do ponderado pelo agre-
gado do seu resultado durante o intervalo (i.e. d/;(t,)), mais a contribui¢do dos termos
cruzados.

Enfim, o estado condicionado € dado por:

) — Kol R (1) +de 57 Luplta) 2 677
Te [ K (t)p () K (6) + dt 0% Lip(t) |

Ou seja, a evolugdo condicionada pela medida /', mais a contribui¢do da evolu¢do ndo
condicionada dos operadores de interagdo com o ambiente L; (ndo condicionada, justa-

mente, pois ndo estdo sendo monitorados).
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7

Resultado das simulagdes de difusao quantica para

um sistema de dois qubits

7.1. Modelo

Adotaremos as mesmas convencoes apresentadas na se¢io 5.1. No entanto, uma diferenca
fundamental entre os dois protocolos de medi¢do é que na detec¢do direta a interacao
entre o sistema e os banhos e a medi¢do do sistema acontecem por meio dos mesmos
operadores. A consequéncia natural € que podemos apenas medir diretamente o qubit em
interacdo com o ambiente. No QPC, entretanto, a medic¢ao € independente da interacao
com o ambiente. Deste modo, temos agora quatro combinagdes possiveis de set-ups a
simular: dois modelos de interagdo com o banho (andlogos ao modelo 1 (figura 5.2a) e
modelo 2 (figura 5.2b) do capitulo 5), e, para cada, podemos medir o estado de qualquer
um dos dois qubits'. Na figura 7.1 pode-se ver um esquema desses quatro set-ups.

A hamiltoniana interna permanece a mesma da do protocolo de medicao anterior (5.1):
&), (7.1)

onde fixamos os parametros h = a = 1.
Outra distin¢gdo com relagdo a deteccdo direta € que agora temos trés parametros de

acoplamento. Além dos ja conhecidos 7, com o banho 1 (de entrada) e v, com o banho 2

"Podemos também medir ambos os qubits simultaneamente. Essas simulacdes foram realizadas, mas
ndo serdo apresentadas pois nao diferem significativamente da distribui¢iio de cada qubit quando monitorado
individualmente.
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L

2

T2

Sistema Sistema
(a) Modelo 1, monitorando qubit 1. (b) Modelo 2, monitorando qubit 1.
Sistema Sistema

(c) Modelo 1, monitorando qubit 2. (d) Modelo 2, monitorando qubit 2.

Figura 7.1: Esquema dos set-ups para a medi¢do por QPC de um sistema aberto de dois
qubits.

(de saida), temos também &, o acoplamento com o QPC. Para facilitar a compreensao dos
gréficos, eles serdo plotados, novamente, em fungdo de v = (1 +72)/2 e Ay = v — 2.

Deste modo, temos dois operadores de pulo nao monitorados:

Li= el =y(1+Ay)6l, (7.2)
LY = met = /y(1—Ay) 6, (7.3)

onde 7 = 1,2 depende do modelo, e um operador da intera¢cdo com o QPC, monitorado:
MY = /¢ 6], (7.4)
onde j = 1,2 depende de qual qubit estd sendo monitorado e & € a eficiéncia de medicao,

122



Capitulo 7. Resultado das simulagées de difusdo quantica para um sistema de dois
qubits

valendo entre O e 1. Estes trés parametros (v, A~y e &) podem ser variados livremente. Na
proxima sec¢ao (sec. 7.2), quando apresentarmos os resultados das simula¢des, mostrare-
mos como a variacao de cada um deles interfere na dindmica do sistema.

Assim, para essas condicdes, a implementacio da simulacdo (eq. (6.77)) fica:

K (t,)p(tn) K (t,) + dt (vﬁip(tn)efi + wipan)&i)

pC(tn-‘rl) = ~ N N . . ) (75)
Te [ R (t,) plt,) K@) (1 )—i—dt(%é}rp(tn)al—i—vgal_p(tn)ai)]
onde 7 = 1,2 depende do modelo e
) (¢ —1—dt< i 71A1 Gl 2si i §1>
(tn) oH+ — 50 ~+ 2 +—|—2
W(tn)
+ €6 (2dt T (57 p,) ;4 =), (7.6)
oip(e)] + )

onde 7 = 1,2 indica qual qubit estd sendo monitorado e dWW € uma varidvel aleatdria,
conforme descrito na secdo 6.4. Empregamos sempre dt = 0,01, pois era suficientemente
curto para as grandezas em questdo. Por consequéncia, o desvio padrao de dW serd de
0,1.

Como os graficos das evolugdes difusivas sao, naturalmente, mais ruidosos do que os
da deteccdo direta, além de que a equacdo mestra difusiva (6.73) ndo preserva estados
puros, mostrar as quatro curvas dos valores das diagonais principais da matriz densidade,
como foi feito no capitulo 5, ndo seria muito legivel. Optamos, assim, por mostrar as
duas curvas do estado excitado da matriz densidade reduzida de cada qubit, exceto quando
explicitamente indicado.

Toda vez que comparamos simulagdes para diferentes parametros vy, Ay ou &, man-
tivemos fixa a semente para a geracdo da varidvel aleatéria dWW. Ou seja, para todas as
simulagdes de trajetérias da proxima se¢do, para cada instante ¢,,, AW (¢,,) tem exatamente
o mesmo valor’. Isso facilita visualizar certas propriedades, que serdo descritas mais a

frente.

2Recode-se que na simulagio de processo pontual um novo niimero aleatério era gerado apés cada pulo,
encadeando que, exceto pelo pulo inicial, todas as simula¢des eram independentes (rever sec. 4.2). Aqui, em
contrapartida, todos os dW (t,,), para todo t,,, sdo gerados no inicio da simula¢do. Deste modo, podemos
comparar como diferentes evolu¢des em fun¢ado de diferentes pardmetros reagem ao mesmo ruido.
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7.2. Resultado das simulacoes

7.2.1. Trajetorias qudnticas do sistema de dois qubits

Corrente difusiva de resultados de medicao

20+

I‘J“.‘.Jl;h.‘ b CATLRL LS TR I\J\_Li_ o LITLILA L SNVl L)) 1 L AT LY Bl
T T R TR e

_20}-"

Corrente I(t)
o

a0l . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1
0 2 4 6 8

(a) Corrente de resultados para Ay = 0,9.

20 q

Corrente I(t)
o
i
|

T "““"1! ““Jl‘w" Vi ]wuﬂi] (N "\rl i '”‘ r"1'||m1 I "‘[' Hl\' TR 0

=20~ -1 -20

_a0 . . . ! . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . -40
0 2 4 6 8 10

(b) Corrente de resultados para Ay = —0,9.

Figura 7.2: Simulacao da corrente difusiva de resultados de medi¢ao para dois valores de
A~ no modelo 1, monitorando o qubit 1. A direita vemos um histograma resultado da
marginaliza¢cdo no tempo dos valores da corrente. Os demais pardmetros { = 1 ey = 0,5
foram mantidos fixos.

Nosso primeiro impulso seria analisar as correntes de resultados de medi¢ao simuladas,
mas, como podemos imediatamente verificar com a figura 7.2, o ruido domina todas as
simulacdes. A titulo de exemplo, a dnica diferenca perceptivel entre as duas simulacdes
acima € que o valor médio da corrente para Ay = 0,9 é E[/4¢] = 1,88 e para Ay = —0,9
é E[l4] = —1,73 — para uma distribuicdo com varincia de 102. Diminuindo £ ou
~ para seus valores minimos, vemos apenas uma diminui¢cdo da variancia para 100. A
Unica maneira de analisar de forma significativa as trajetérias desse sistema € obtendo o
seu estado condicionado por meio da equagdo 7.5, e € isso o que faremos nas préximas

secoes.
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Dependéncia nos parametros de acoplamento com os banhos
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(a) QPC monitorando qubit 1. (b) QPC monitorando qubit 2.
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710
 Qubit 1
ER m Qubit 2

Monitorando qubit 2

(c) Trajetérias do estado reduzido dos dois qubits no modelo 1 para os dois monitora-
mentos. A direita, apresenta-se a marginalizagio no tempo da ocupacio do qubit. O eixo
y corresponde a componente excitada (i.e. a ocupac¢do) da matriz densidade reduzida dos
qubits: (1]p1|1) (curva azul) e (1|p2|1) (curva laranja).

Figura 7.3: Trajetorias paray = v; = 72 = 0,5e £ = 1. O grifico de cima corresponde ao
caso da figura 7.3a, onde o qubit 1 (0 em contato com os banhos) € monitorado pelo QPC.
O grafico de baixo, ao caso da figura 7.3b, em que o qubit 2 (o isolado) € monitorado.
Os histogramas da marginalizacdo no tempo da ocupagdo dos qubits foram calculados
utilizando simula¢des de duracido de 1000 unidades de tempo, com intervalos dt = 0.01
(ou seja: total de 10 mil passos). Como cada grafico depende de quatro parametros, eles
sempre serdo indicados a direita, acima da legenda, para evitar confusao.

Assim como fizemos na secdo 5.2, explicaremos mais em detalhe o primeiro gréfico,
para facilitar a leitura dos seguintes. Na figura 7.3c, vemos dois graficos de evolucdo da
trajetoria para os mesmos parametros no modelo 1: o primeiro, de cima, corresponde a
quando o qubit 1 € monitorado (fig. 7.3a) e o segundo, de baixo, corresponde a quando o

qubit 2 € monitorado (fig. 7.3b). Esses graficos sempre serdo mostrados em pares, sempre
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na mesma ordem. Isso pois a comparagdo entre as evolucdes do sistema em fungdo de
qual qubit estd sendo monitorado é um dos aspectos que mais nos interessa. A direita
de cada curva, vemos um histograma. Ele corresponde a integra¢do no tempo de cada
estado. Esses histogramas foram calculados utilizando simulagdes de duracdo de 1000
unidades de tempo (apenas as primeiras 50 foram plotadas nos graficos das trajetéria para
facilitar a leitura). A funcdo dos histogramas € identificar os comportamentos dos estados
dos qubits além das flutuagdes estocdsticas.

Analisando apenas os gréficos da figura 7.3c, ja podemos estudar algumas caracteris-
ticas tipicas da dinamica dos estados reduzidos:
1. Qubits monitorados: Para ambos os casos, o qubit sendo monitorado apresenta uma
versdo ruidosa do efeito de Zeno quantico [19]: seja um observavel A= Y o O U Y]
onde assumimos que a base {|¢,,)} é composta por estados puros e ndo degenerados, por
simplicidade. Apds a primeira medi¢do, obtém-se o resultado a,, € o sistema colapsa para
0 estado |a,,). Em seguida, o sistema evolui para [)(t)) = ¢/t [¢),)), onde H é a Hamil-
toniana. Se a medicdo for repetida apds um intervalo curto de tempo ¢, a probabilidade

dele ainda se encontrar no mesmo estado é:

Pan(88) =|(Walth (66))* 2 | (¥l (L — iHSt + O(51%)) |t0n) |
=1- (<wn’ﬁ2|wn> - <wn‘ﬁ‘wn>2)5t2 (7.7)

No limite limg;_,0 p,n(6t) = 1, € 0 sistema nunca muda de estado.

Nos gréficos da figura 7.3c, apenas ndo vemos um efeito de Zeno pleno nas trajetérias
dos qubits monitorados, onde o estado nunca sai de |0) ou |1), por conta de d¢ ser finito, da
interacdo com os banhos, que age no sistema fazendo com que ele perca coeréncia, e das
flutuacdes aleatdrias provocadas por dWW. Na figura 7.4, vemos a evolugdo do sistema para
acoplamentos com o banho mais fracos, e € facil notar que o efeito de Zeno domina. Na
simulag@o para v = 0,01, inclusive, o sistema nao sai de |00)(00| até o instante ¢ = 310,
e, préoximo a t = 450, volta a ficar “preso” em |11)(11| (ver histogramas). Analisaremos
mais a fundo essa figura logo a seguir.

2. Qubit nao monitorado, frequéncias altas: Em ambos os graficos da figura 7.3 (e mais

claramente ainda na simulagdo para v = 0,01 da figura 7.4), podemos ver que quando o
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Figura 7.4: Trajetérias do estado reduzido dos dois qubits no modelo 1 (fig. 7.1) para o
pardmetro v = ;3 = ¥ = 0,1 e para v = 0,01. Pode-se claramente perceber que a
influéncia do QPC domina as trajetdrias. Atente que o grafico da trajetéria para v = 0,01
comeca em ¢ = 300, pois este € o primeiro pulo do qubit monitorado.

qubit monitorado salta do estado excitado para o fundamental (vamos, por simplicidade,
dizer que ele se encontra em |1)(1| ou |0)0], mesmo que na pritica ele se encontre em
um estado prdximo a |1)(1| ou |0)0|) o qubit ndo monitorado faz um salto na diregao
oposta. Isso corresponde a probabilidade de transferéncia da excitagcdo de um qubit para o
outro. Quando ela é mais alta do que a entrada/saida de excitagdes pelo/para o ambiente,
esse comportamento domina (figura 7.4, v = 0.01), quando as duas sdo de magnitude
compardvel (figura 7.3), o pulo € mais curto. Uma andlise mais aprofundada ser4 feito na
proxima secao, quando discutirmos as WTDs (sec. 7.3).

3. Qubit nao monitorado, frequéncias baixas: Ha, também, um comportamento de
longa duragdo: se o qubit monitorado se encontra em um estado, o qubit ndo monitorado

tende lentamente ao mesmo estado. No entanto, hd uma distincao significativa entre os
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comportamentos para cada um dos qubits: quando monitoramos o qubit 1, a ocupagao
do qubit 2 tende lentamente para O ou 1, mas, para v grande (figura 7.3), ndo d4 tempo
de chegar 14 antes do préximo pulo ocorrer, levando a distribui¢do do histograma a se
assemelhar a uma Gaussiana com o topo cortado. Para vy pequeno (figura 7.4), o es-
tado consegue chegar as extremidades, o que pode ser visto pelos picos nos histogramas.
Quando o qubit 2 é monitorado, no entanto, o estado excitado do qubit 1 estabiliza em
um estado estaciondrio intermediario (mais facilmente distinguivel na figura 7.3), e esses
estados estaciondrios vao se aproximando de |0)(0| e [1)(1| a medida que diminuimos -y
(figura 7.4). Isso se da porque a interagdo com os banhos, que nesse modelo € exclusiva
do qubit 1, impde que seu estado ndo seja puro, visto que a todo instante ha a incerteza de
se uma excitacdo entrou ou saiu do sistema.

Confirmamos esta dltima andlise olhando para as trajetérias do modelo 2 (figura 7.5).
Para v grande, vemos nos histogramas que o qubit 1 (quando ndo monitorado) tem um
pico so, proximo de 1 (pois por meio dele entram excitagdes no sistema) € o qubit 2
(quando n@o monitorado) tem um pico perto de O (pois por meio dele saem excitacdes do
sistema). A medida que y diminui, surge um segundo pico na extremidade oposta, em 0
e 1, respectivamente.

Esses comportamentos ficam explicitos quando analisamos a forma matricial dos ope-
radores K9 (t,) (eq. (7.5)), que ditam a evolugio condicionada. K1V (¢,), no modelo 1,

monitorando o qubit 1 (fig. 7.1a), por exemplo, fica:

%71 0 0 0
A 1 0 0

K(“)(tn) _ <1—dt§> L — dt 0 2’)/1_.‘_ ih 1 Yo | 0

2 0 22@ 5’}/2—22}1 O

0 0 0 372

10 0 0

dW(t,)] 10 1 0 0
+2£ |dt t,) + tn) — tn) — ty)) + ————= , (7.8
f[ (,011( ) + paa(tn) — p3s(tn) — paa( )) 2/E 00 —1 (7.8)

00 0 -1

onde relembramos que / e « sdo os parametros da Hamiltoniana e p,;, € componente a X b

da matriz densidade do sistema p na base {|11) , |10),|01),|00)}. Monitorando o qubit 2
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(c) Trajetdrias do estado reduzido no modelo 2.

Figura 7.5: Trajetérias no modelo 2 para diferentes valoresde v = 74 = e & = 1.
Todos os demais comentdrios na legenda da figura 7.3 sobre as simula¢des continuam
vélidos.
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(fig. 7.1c), o tnico termo que muda € o ultimo, que passa a ser:

. dW (¢,
ROD(1,) = - 42 |dt(pra(tn) — paaltn) + pas(t) — paa(ts)) + W AEn)
2¢/€
1 0 0 O
—1
X 0 00 (7.9)
0O 0 1 0
0O 0 0 -1

E no modelo 2 (fig. 7.1b e 7.1b), o tnico termo de (7.8) que muda é o segundo, que

passa a ser:
1
. 0 1 2ih 2 0
Ry = (1—ats) 1, — dt 200 +72) + 20 2ia Ll (7.10)
2 0 2ia —2ith 0
0 0 0 1%

para ambos os monitoramentos j.

Para cada iteracdo teremos duas dindmicas competindo entre si, qual delas domina é
determinado pela razdo entre os vs e ¢ (dado que a Hamiltoniana € fixa): (i) dindmica
provocada pelo segundo termo (eq. (7.8) e (7.10)), dado pela Hamiltoniana e pelos ope-
radores de interacdo com os banhos Li, que sozinha levaria o sistema a uma evolugao
andloga as ndo condicionadas do protocolo de deteccdo direta (figura 5.10); e (i1) a dina-
mica provocada pelo terceiro termo (eq. (7.8) e (7.9)), a back-action do QPC, que colapsa
o estado reduzido do qubit monitorado a |0)0] ou |1)(1], com pequenas flutuagdes infi-
nitesimais provocadas por dW (que, para a nossa escolha de d¢, tem desvio padrdo de
0,1). Isso pois, a cada passo, o estado excitado (1|p;|1) e o fundamental (0|p;]0) do qubit

monitorado j sdo multiplicados, respectivamente, da seguinte maneira:

(1p;|1) —((1]p;[1) = (0lp;]0)) (1] ps]1), (7.11)

(0]p;10) —((0[p;10) — (1]p;11)){0]p;10), (7.12)

ou seja, se (1]p;|1) > (0]p;]0), o estado do qubit monitorado tenderd para |1)(1
(1|pj|1) < (0]p,|0), tenderd para |0)(0].

, mas se

Quando analisamos as trajetérias para v muito pequeno, sejam as do modelo 1 na
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figura 7.4 ou as do modelo 2 para v = 0,1 na figura 7.5, nota-se que os graficos para
os dois monitoramentos sao muito semelhantes entre si. Isso se dd pois quem domina é
a influéncia do QPC e, como ja mencionado, os valores aleatérios de dW (t), para todo
t, sdo os mesmos em todas as simulagdes. Deste modo, a trajetoria do qubit 1 quando
monitorado € quase igual a do qubit 2 quando monitorado. Nota-se, inclusive, que para o
mesmo v = 0,1, as semelhancas entre as trajetdrias estdo presentes entre os dois modelos.
As trajetorias dos qubits ndo monitorados diferem um pouco mais entre si por estar inte-
ragindo apenas indiretamente com o QPC e, portanto, ter seu efeito atenuado com relagao

ao dos banhos.

Dependéncia na diferenca entre parametros de acoplamento A~y

Assim como feito no capitulo 5, prosseguimos comparando como a variacdo da diferenca
entre os dois acoplamentos com o banho Ay = ~; — =, influencia a dindmica do sistema.
Primeiro fixamos v; + 7, = 1. Na figura 7.6 e na figura 7.7 vemos os resultados das
simulacdes para, respectivamente, o modelo 1 e o modelo 2 (fig. 7.1). As conclusdes
que podemos chegar ndo diferem muito das do capitulo 5: A~ > 1 (taxa de entrada de
excitacdes maior do que a de saida) leva a preponderancia de estados excitados e Ay < 1
(taxa de saida maior do que a de entrada) a estados fundamentais.

E curioso observar que os estados estaciondrios do qubit 1 ndo monitorado também
sobem/descem correspondentemente, o que € refletido nos histogramas. Outro aspecto
digno de nota € que, ignorando as flutuacdes aleatorias, ha uma simetria entre as distribui-
coes para valores positivos e negativos de A-~y. Isso pode ser mais claramente constatado
através dos histogramas, que invertem em torno do valor médio 0,5. A diferenca entre
os dois modelos estd que no modelo 2, como cada qubit estd conectado com um dos ba-
nhos, esse espelhamento também envolve a troca do qubit (a distribui¢do do qubit 1 para

A~ = 0,3 é o inverso da do qubit 2 para Ay = —0,3, etc.)
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Figura 7.6: Trajetdrias dos estados reduzidos no modelo 1 (fig. 7.1) para diferentes A~y e
7 + 72 = 1 fixo.
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7.2.2. Dependéncia na eficiéncia da medida & e evolugdo ndo condicio-
nada
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Figura 7.8: Trajetoérias dos estados reduzidos no modelo 1 (fig. 7.1) para diferentes efici-
éncias da medida &.

Podemos ver nas figuras 7.8 (modelo 1) e 7.9 (modelo 2) que, a medida que a eficién-
cia da medida £ diminui, menos a trajetéria dos qubits monitorados se encontra colapsada
em um dos autoestados [0%0] e |1)X1| do operador de medi¢do M do QPC (eq. (7.4)).

Em um primeiro momento, temos um alargamento das distribuicdes (ver grificos para
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Figura 7.9: Trajetérias dos estados reduzidos no modelo 2 (fig. 7.1) p para diferentes
eficiéncias da medida &.

¢ = 0,5), mas, a medida que nos aproximamos do limite £ — 0, as trajetdrias tendem a
evolucdo ndo condicionada (figura 7.10), pois a evolug¢do passa a ser determinada unica-
mente pelos canais ndo monitorados. Os graficos da figura 7.10 correspondem a exata-
mente a mesma evolucdo que vimos na figura 5.10 (para pardmetros v = 0,5 e Ay = 0),
a tnica diferenca sendo que aqui estamos plotando os estados reduzidos. Com respeito as
diferencas entre as evolucdes nao condicionadas de um modelo comparado com o outro,

estas continuam as mesmas do caso de deteccao direta, descritas na secao 5.2.2.
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Figura 7.10: Evolugdes ndo condicionadas do estado excitado nos dois modelos (fig. 7.1)
para ¢ = 0.

Uma propriedade digna de nota é que as evolucdes ndo condicionadas também de-
pendem de £. Na figura 7.11 vemos as evolugdes nio condicionadas dos dois modelos
para eficiéncia de medi¢do maxima & = 1. Nota-se que as oscilagdes iniciais, advindas
da Hamiltoniana, antes do sistema atingir o estado estaciondrio, desaparecem. Isso acon-
tece porque o efeito de Zeno quantico provocado pelo QPC, cuja variagdo entre O e 1 é

estocéstica, impede qualquer oscilacdo periddica de ser detectada na média.

1.0 1
(© L
S F
S M:, Modelo 1
S ] ¢=1
2 osf 1 y=05
S 1 ay=o0
o 4
AT 4
5 1| mQubit 1
S 7| = Qubit 2
2 1
u>_| L L L L L L L L L L L L L L L il

20 30 40 50

10F T T T T 7]
©
S
g sk Modelo 2
S ] =1
2 o0 1 v=05
S ] Ay=0
3 04 b
=4 "
o 1| ™ Qubit 1
‘gw, 1| = Qubit 2
S 0o .
w L L L L

0 10 20 30 40 50

Figura 7.11: Evolucdes nao condicionadas do estado excitado nos dois modelos (fig. 7.1)
para ¢ = 1.

A presenca do QPC aumenta a incerteza dos estados ndo condicionados. Podemos
aferir isso analisando a variacdo do estado estaciondrio ndo condicionado dos qubits no

modelo 2, na figura 7.12: quanto maior a eficiéncia de medi¢do, mais os estado estacio-
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ndrios dos dois qubits se aproximam. Nao podemos verificar isso com o modelo 1 porque

nele o estado estaciondrio ja € maximamente misto para qualquer valor de &.
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Figura 7.12: Componente excitada dos estados estaciondrios ndo condicionados dos qu-
bits no modelo 2 (fig. 7.1) em fun¢do de £. Essa variacdo apenas € perceptivel para -y
pequeno.

7.2.3. Evolucdo da entropia de von Neumann
Assim como feito na se¢do 5.2.3, podemos plotar a evolucdo da entropia de von Neumann
S(p;) = —Tr[p;log(p;)] do estado reduzido do qubit j = 1,2 para diferentes pardmetros.
Diferentemente do mostrado naquela se¢ao, como o estado do sistema total ndo mais se
mantém puro, agora a entropia dos dois qubits ndo permanecerd igual. Recordamos que a
entropia de um qubit é limitada por baixo por 0 e por cima por log(2) = 0,69.

Na figura 7.13, vemos a evolugdo da entropia de von Neumann dos dois qubits no mo-
delo 1 para os dois monitoramentos e para dois valores do acoplamento com os banhos
v = v = Y. O comportamento mais evidente que se nota é que a entropia € menor
quando o qubit se encontra mais préximo dos estados puros |1)(1]| ou |0X0|, e que é ma-
xima quando o estado reduzido € maximamente misto. De resto, o comportamento nao
difere muito do que o que ja foi descrito sobre as trajetdrias: o qubit monitorado tende a
ter uma entropia muito menor mas com maior ruido em consequéncia da interagdo com o
QPC, enquanto o ndo monitorado varia menos, se mantendo préximo a log(2). Para va-
lores menores de «, ha tempo suficiente para o estado do qubit ndo monitorado se igualar

ao do qubit monitorado, e o sistema se aproxima dos estados puros |00)(00| ou [11)(11],
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Figura 7.13: Trajetérias da entropia de von Neumann do estado reduzido dos qubits S(p;)
sobrepostas ao estado excitado desses mesmos qubits no modelo 1 (fig. 7.1) para diferen-
tes valores do acoplamento com os banhos v = 77 = 7. A linha em log(2) ~ 0,69 indica
a entropia maxima de um qubit.

reduzindo a entropia de ambos os qubits. Quanto ao qubit monitorado, a medida que di-
minuimos a interacao (ndo monitorada) com os banhos, a influéncia da monitoragdo pelo
QPC passa a dominar a dinamica geral, e pode-se claramente ver os histogramas se deslo-
carem mais para o zero, comprovando que o qubit tende a permanecer mais préximo dos
autoestados (puros) do operador de medicao M do QPC (eq. (7.4)).

Na figura 7.14 vemos os gréficos correspondentes para o modelo 2. Nele fica mais
visivel um comportamento também presente em menor escala no modelo 1: trés picos no
histograma. As duas zonas separadas pelo pico central caracterizam as duas dinamicas da
entropia (e, por consequéncia, do estado): ou ela esta flutuando entre valores altos quando
o estado dos dois qubits é oposto oscilando com frequéncia alta, ou um decaimento lento
a zero quando o estado do qubit monitorado estabiliza € o do ndo monitorado lentamente
tende a se igualar a ele.

Na figura 7.15, vemos como as entropias se comportam para eficiéncias menores de
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Figura 7.14: Trajetérias da entropia de von Neumann do estado reduzido dos qubits S(p;)
sobrepostas ao estado excitado desses mesmos qubits no modelo 2 (fig. 7.1) para diferen-
tes valores do acoplamento com os banhos v = v, = 7».

medicdo . Pode-se verificar que, para ambos os modelos, a medida que ¢ diminui, me-
nos as entropias se aproximam do zero. Se recordarmos a defini¢do de entropia como a
incerteza sobre o estado de um sistema, se nossa medi¢do nao for 100% eficiente, nunca
conseguimos atingir 100% de certeza (ou, analogamente, 0% de incerteza) sobre o estado
do sistema sendo medido. Para ¢ particularmente baixo, £ = 0,01, qualquer forma do
histograma que indicasse algo sobre a distribui¢do dos estados em que o sistema conse-
gue estar se perde, e resta apenas uma distribuicdo normal advinda puramente do ruido
Gaussiano.

Uma distingdo significativa entre os dois modelos é que para o modelo 1 (figura 7.15a)
a entropia de ambos os qubits tende ao valor maximo quando £ — 0. Em contraste, para o
modelo 2 (figura 7.15b), as entropias tendem para um valor menor do que log(2), em torno
de 0,55. Isso acontece pois, como jd descrito no capitulo 5, no modelo 1, toda correlagao
entre os qubits se cancela no estado ndo condicionado, levando, quando a eficiéncia da

medida vai a zero, a mdxima incerteza sobre o estado dos qubits. No modelo 2, no entanto,
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Figura 7.15: Trajetérias da entropia de von Neumann do estado reduzido dos qubits S(p;)
sobrepostas ao estado excitado desses mesmos qubits em ambos os modelos (fig. 7.1) para

diferentes valores da eficiéncia da medida &.
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no mesmo limite ainda resta uma correlac@o entre os dois qubits, visto que as excitagdes
ainda t€ém que fluir de um para o outro para atravessar o sistema. Deste modo, mesmo
com uma medig¢do totalmente ineficiente, ainda € possivel supor algo sobre os estados dos
qubits e, por consequéncia, suas entropias ndo sao maximas.

Mostramos, a titulo de completude, nas figuras 7.16 e 7.17 o comportamento das
entropias dos qubits para diferentes valores de Avy. N&o ha mais muito que possa ser
comentado sobre esses graficos, afora que para |A~y| grande, um estado especifico do
sistema se torna dominante (|00)(00| para Ay Z —1 e [11)(11] para Ay 5 +1) e, portanto,
o resultado das medi¢des se torna menos incerto, diminuindo a entropia para ambos os
qubits. Ademais, a maior parte dos comentdrios feitos na sec@o anterior sobre os estados

permanece verdade para as entropias dos qubits.
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Figura 7.16: Trajetorias da entropia de von Neumann do estado reduzido dos qubits S(p;)
sobrepostas ao estado excitado desses mesmos qubits no modelo 1 (fig. 7.1) para diferen-

Monitorando qubit 1

Monitorando qubit 2

Modelo 1
&=1
y=1

Ay=-09

(el 1)

— S(p1)

(1lp2l1)
—— S(p2)

Monitorando qubit 1

Monitorando qubit 2

Modelo 1
&=1
y=1

Ay=-0.3

=1
— S(p1)

(1le2l)
— S(p2)

Monitorando qubit 1

Monitorando qubit 2

Modelo 1
E=1
y=1

Ay=0.3

(=1

— S(pv)

(el )
—— S(p2)

Monitorando qubit 1

Monitorando qubit 2

Modelo 1
=1
y=1

Ay =09

(Meq|1)

— S(p1)

(lp2l1)
— S(p2)

tes valores da diferenga entre os acoplamentos com os banhos Ay = v, — .

142




Capitulo 7. Resultado das simulagées de difusdo quantica para um sistema de dois

qubits
10} qo
= osf o8
3
§' 0.6
é 04 Modelo 2
= 00 Ay =-0.9
] 10 20 30 40 50
ToF : : ; T T1o (el 1)
— S(p1)
~ osb ]
£ o8 (1lp2l1)
s 0s —— S(p2)
E
s 04
o
:‘é 0.2
0.0
] 10 20 30 40 50
1.0 10
Zosf 08
Qo
5’067 ‘ | s i ‘}I ' { 06
©
S oaf i\ ’ | ) l ' ‘ Y “' \ ,i 0 Modelo 2
] f =1
S o2 ' | ‘ f [Hr .' ‘hl ) I 02 i=1
=
00 i i i ; % Ay=-03
0 10 20 30 40 50
ToF ; : : ; T 10 =1
— S(p1)
o~ L N
§” 8 (1le2l)
gcs 06 —S(Pz)
(:UOA 04
g
So2 02
=
0.0 0.0
10F 710
= osf qos
Qo
a‘O.G* uer
S
5 04 04 Modelo 2
o -
"éoz nz‘ i__11
zco : : ; h Y 00 Ay=0.3
o 10 20 30 40 50
1of : : : T T (=1
— S(p1)
£ 1 Aleal
S \
i ' L IN o ——S(p)
£ l 1Y Nl TH1 X -
g 04 ‘ l r ” “ N 04
%oz— [r' ‘ ‘” l""\' ' p" ’r ! I 02
$ i T ) h
0.0 L L L L | 00
o 10 20 30 40 50
1.0 10
Eo.af Jos
3'06 - 06
S
& o4 Joa Modelo 2
o -
'§02 02 fy__11
oo ‘ ! ‘ ‘ 00 Ay=09
] 10 20 30 40 50
10F T T T " N (Meq|1)
— S(p1)
~ osb ]
5“ o8 (lp2l1)
Sos Jos — S(p2)
gu H 04
o
S ozf 02
2 Nl Hoo
FU 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 50

Figura 7.17: Trajetorias da entropia de von Neumann do estado reduzido dos qubits S(p;)
sobrepostas ao estado excitado desses mesmos qubits no modelo 2 (fig. 7.1) para diferen-
tes valores da diferenga entre os acoplamentos com os banhos Ay = v, — .
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7.3. Calculo numérico das WTDs do sistema difusivo de
dois qubits utilizando as simulacoes
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Figura 7.18: Identificacdo dos pulos nas trajetérias dos estados reduzidos dos qubits

monitorados, sobreposto a evolucdo de suas trajetérias no modelo 1 (fig. 7.1) para
Y=m == 05

A contrario do protocolo de detec¢do direta do capitulo 5, ndo € tdo evidente no pro-
tocolo atual o que caracteriza um pulo do sistema e o que ndo. Primeiramente, como
notado na secdo anterior, apenas o estado reduzido do qubit monitorado (e quando a efici-
éncia da medida ¢ € alta, proxima a 1) de fato se comporta de uma maneira que pode ser
identificada como realizando “pulos”, oscilando entre um estado préximo a |0)(0] a outro
proximo a |1)(1]. Isso ja nos impede de calcular uma solucdo analitica para a WTD utili-
zando o procedimento descrito na se¢do 4.3, visto que quele método apenas pode calcular
a distribuicdo de tempos de espera entre canais monitorados [20], e o que queremos fa-
zer aqui € estimar através das variagdes no canal monitorado M, a distribui¢do dos pulos
nos canais ndo monitorados Ly e Lo. As distribui¢des, portanto, serdo calculadas apenas
numericamente, por meio das simulacdes.

Seja o estado reduzido do qubit; = 1,2 dado pela matriz densidade
p;(tn) = po(t,) |00X00| + py(t,) [11)(11]. (7.13)
p; nao possui nenhum elemento fora da diagonal principal porque ndo ha correlacdo entre
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o estado excitado e o fundamental dos qubits (isso pode ser verificado tirando os tracos
parciais da matriz densidade do sistema p em qualquer instante da simula¢do). Diga-
mos que no instante inicial, py(tg) = 1. Deste momento em diante, o sistema vai flutuar
estocasticamente, mas definimos como um jump-up apenas o instante t,, quando é cru-
zado p;(t,) > 0,95. O préximo jump-down, por sua vez, seré registrado apenas quando
Po(tnem) > 0,95, e assim sucessivamente. O intervalo entre pulos (¢, 1., — t,, no exem-
plo acima), entdo, foi calculado para cada par de pulos, e sua distribui¢do foi plotada nos
grificos a seguir. Apenas simulagdes com eficiéncia de medi¢do méxima ¢ = 1 foram
empregadas.

Na figura 7.18, vemos uma sobreposi¢ao desses pulos com a trajetdria dos correspon-
dentes qubits monitorados no modelo 1 para acoplamento com os banhos v = v, = v, =
0. E possivel ver que essa escolha de um corte em 0,95 é eficaz em desconsiderar as
multiplas flutuagdes estocdsticas.

A figura 7.19 apresenta o resultado do histograma normalizado do intervalo entre os
pulos para essa simulagdo. Assim como notado na comparacdo entre as evolugdes nao
condicionadas para diferentes eficiéncias de medicdo & (figuras 7.11 e 7.10), a presenca

do QPC elimina as oscilacdes senoidais que haviamos visto anteriormente, nas WTDs da
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Figura 7.19: Histogramas da distribuicdo de tempos de espera (WTD) para v = 1, =
Y2 = 0,5 para ambos os monitoramentos do sistema no modelo 1 (fig. 7.1) e plotados em
escala logaritmica. Todos os graficos dessa secao foram normalizados, e obtidos para uma
eficiéncia de medi¢ao £ = 1. Foram empregadas 100 simula¢des com sementes distintas,
cada uma de duracdo de 10 mil unidades de tempo, para se extrair esses intervalos entre
pulos. Foram identificados no total de 150 418 pulos para 0 monitoramento do qubit 1 e
79 287 para o qubit 2. Seus intervalos mais longos entre pulos foram de 41 e 70 unidades
de tempo, respectivamente.
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secdo 5.3.2. O que resta é apenas uma subida rdpida a um valor maximo (ver recorte na
figura 7.20), de duracdo de menos de uma unidade de tempo, seguida de um decaimento
exponencial (em funcao disso, preferimos plotar os histogramas em escala logaritmica).
Algumas distingdes devem ser feitas antes de tentarmos comparar os grificos presentes
nessa se¢do com os do capitulo 5: primeiro, aqui estamos plotando apenas os pulos da
trajetéria de um tinico qubit, com dois niveis de energia, e ndao do sistema como um todo,
que tem trés. Portanto, temos apenas duas distribui¢des, pois um jump-up pode apenas

ser ser seguido por um jump-down e vice-versa.
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Figura 7.20: Recorte das primeiras dus unidades de tempo dos histogramas da WTD da
figura7.19, paray = 73 = 2 = 0,5 para ambos os monitoramentos do sistema no modelo
1 (fig. 7.1) e plotados em escala logaritmica.

Na figura 7.19, a distribui¢io dos dois pulos € igual. Uma caracteristica que podemos
notar aqui, e que estard presente também em alguns dos préximos histogramas, € que
os intervalos de espera do qubit 2 (o isolado dos banhos) quando monitorado sdo, em
média, aproximadamente o dobro dos do qubit 1 (0 em contato com os banhos) quando
ele que estd sendo monitorado. Isso, naturalmente, € consequéncia da interagdo com o
ambiente: enquanto para o qubit 2, as excita¢des dos pulos podem apenas vir do/ir para o
qubit 1, no qubit 1 podem vir do/ir para o qubit 1 e dos/para os banhos. Se diminuirmos
o acoplamento com os banhos, tal qual nos histogramas da figura 7.21, onde v = v; =
v2 = 0,05, as duas distribuicdes para ambos os monitoramentos se aproximam uma da
outra.

Analisando as figuras 7.21 e 7.22, notamos que agora temos dois regimes de decai-
mento distinto, um para tempos de espera t < 15 e outro para t > 20, aproximadamente.

Este comportamento claramente corresponde ao que encontrariamos para a soma de dois
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Figura 7.21: Histogramas da distribui¢do de tempos de espera (WTD) para v = 11 =
Y2 = 0,05 para ambos 0s monitoramentos do sistema no modelo 1 (fig. 7.1) e plotados em
escala logaritmica. Para o mesmo numero de simulagdes dos histogramas da figura 7.19,
foram identificados no total de 111 786 pulos para o monitoramento do qubit 1 e 95 893
para o qubit 2. Seus intervalos mais longos entre pulos foram de 183 e 172 unidades de
tempo, respectivamente.
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Figura 7.22: Histogramas da distribui¢do de tempos de espera (WTD) para v = v, =
v2 = 0,01 para ambos os monitoramentos do sistema no modelo 1 (fig. 7.1) e plotados
em escala logaritmica. Devido as limitacdes de memoéria RAM, as 100 simulagdes foram
mais curtas, de duragdao de 2 000 unidades de tempo, sendo identificados no total de 20
669 pulos para o monitoramento do qubit 1 e 19 959 para o qubit 2. Seus intervalos mais
longos entre pulos foram de 608 e 603 unidades de tempo, respectivamente.

decaimentos exponenciais W (t) = e~ + =7, para ambas as taxas de decaimento « e
B positivas. Como a interacdo com o aparato de medicdo domina, vemos a back-action
do QPC “prendendo” o sistema em um mesmo estado por mais tempo, no efeito de Zeno
quantico ja descrito. No caso mais extremo, de v = 0,01, podemos inclusive identificar
tempos de espera que chegam a ser 15 x mais longos do que os paray = 0,5 (figura 7.19).
No entanto, a medida que diminuimos o acoplamento com os banhos, identificamos duas

distribui¢des, € ndo apenas uma mais longa porque mantivemos a Hamiltoniana fixa. Re-
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(b) Pulos identificados para a trajetéria da figura 7.23a. As setas verdes correspondem aos jump-
downs e a vermelhas aos jump-ups.

Figura 7.23: Trajetéria de duracdo de 1000 unidades de tempo dos estados reduzidos dos
qubits para v = 73 = 72 = 0,001 e £ = 1 no modelo 1. Por simplicidade, plotamos
apenas um dos monitoramentos.

lembrando a discussao feita sobre ela nos capitulos 4 e 5 (em particular, na sec¢do 5.1), a
Hamiltoniana s6 modifica o estado do sistema quando ele se encontra com apenas uma
excitacdo. As trocas entre os qubits sdo dadas pela coeréncia «, fixada em o = 0,5. Este
€ o motivo para ndo identificarmos dois comportamentos para v = 0,5 da figura 7.19: na-
quele caso em particular, a distribui¢ao de pulos provocados pela interagdo com os banhos
e pela troca entre os qubits era igual. E exatamente isso o que vemos na figura 7.23, onde
plotamos um intervalo mais longo da simulacdo. Na figura 7.23b, podemos distinguir
claramente dois regimes: longos intervalos sem pulos seguidos de uma sequéncia rapida
de pulos. O primeiro regime (intervalos longos) sempre ocorre quando nenhum ou ambos
os qubits se encontram excitados, € 0 sistema permanece “preso” pois a Unica maneira de
mudar seria por meio da entrada ou saida de excitagdes, e essas apenas podem vir do fraco
acoplamento com os banhos. O segundo regime (sequéncia rapida de pulos), no entanto,
ocorre quando temos apenas uma excitacdo que flutua de um qubit para o outro por meio
da Hamiltoniana. Na figura 7.4, da secdo anterior, onde apenas um corte de duracdo de

50 unidades de tempo de uma trajetéria andloga foi analisada, podemos distinguir mais
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claramente que durante o periodo de pulos rdpidos, os estados reduzidos dos dois qubits
tendem a permanecer opostos, indicando que de fato uma tnica excitagdo estd saltando
de um para o outro. Sdo esses os dois comportamentos que vemos nos graficos das figu-
ras 7.21 e 7.22. Eles se parecem com a soma de dois decaimentos exponenciais pois sao
exatamente isso, visto que o QPC € incapaz de diferenciar se o pulo no qubit monitorado
veio de uma interagdo com os banhos (decaimento lento) ou da troca com o outro qubit
(decaimento rdpido). Esta € claramente uma limitagdo do método, quando comparada a
deteccao direta do capitulo 5, mas desde que a coeréncia o e os acoplamentos com 0s

banhos 7, € 7, sejam distantes o bastante, é possivel isolar um comportamento do outro.
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Figura 7.24: Histogramas da distribui¢do de tempos de espera (WTD) para intervalo entre
medicdes d¢ = 0,001, mantendo os demais parametros iguais ao da WTD da figura 7.21:
¥ = 771 = 72 = 1 para ambos os monitoramentos do sistema no modelo 1 (fig. 7.1) e
plotados em escala logaritmica. As 100 simula¢des foram mais curtas, de duracao de 500
unidades de tempo. Foram identificados no total de 5 784 pulos para o monitoramento do
qubit 1 e 5 037 para o qubit 2. Seus intervalos mais longos entre pulos foram de 136 e
137 unidades de tempo, respectivamente.

Como um teste de sanidade, podemos variar o intervalo de tempo entre medicoes dt e
ver se isso interfere nas distribui¢des de tempos de espera. E isso o que foi feito na figura
7.24, onde foi reproduzida a WTD da figura 7.19 para d¢ = 0,001, em vez de dt = 0,01
como nas demais simulacdes. Podemos notar que apesar do nimero muito menor de
pontos (500 unidades de tempo, em vez de 10 mil, devido a limitagdes de memoria RAM),
¢ suficiente para podemos ver que o formato das distribui¢des permanece o mesmo, com
dois regimes de decaimento para t > 20 ou ¢t < 15, provando que a nossa escolha inicial
de intervalo dt = 0,01 € curta o suficiente para ndo influenciar significativamente nas

simulagdes.
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Figura 7.25: Histogramas da distribui¢do de tempos de espera (WTD) para v, + 72 =1
e Ay = 0,7 para ambos os monitoramentos do sistema no modelo 1 (fig. 7.1) e plotados
em escala logaritmica. Para o mesmo nimero de simulacdes dos histogramas da figura
7.19, foram identificados no total de 39 007 pulos para o monitoramento do qubit 1 e 41
828 para o qubit 2. Seus intervalos mais longos entre pulos foram de 198 e 281 unidades
de tempo, respectivamente.

Na figura 7.25, vemos a WTD para valores diferentes entre os acoplamentos: Ay =
Y1 — 72 = 0,7. Assim como esperado, com a “taxa de entrada” de excitacao y; maior que
a “de saida” 5, os tempos de espera para um jump-up acontecer sao no geral mais curtos

do que o para um jump-down acontecer.
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Figura 7.26: Histogramas da distribui¢do de tempos de espera (WTD) para v = 1 =
2 = 0,5 para ambos os monitoramentos do sistema no modelo 2 (fig. 7.1) e plotados em
escala logaritmica. Para o mesmo numero de simulagdes dos histogramas da figura 7.19,
foram identificados no total de 13 876 pulos para o monitoramento do qubit 1 e 13 858
para o qubit 2. Seus intervalos mais longos entre pulos foram de 53 e 50 unidades de
tempo, respectivamente.

Por fim, plotamos os resultados dos histogramas para o modelo 2, na figura 7.26. Dife-
rentemente da WTD sob protocolo de detec¢do direta (figura 5.22), vemos na figura 7.26

que no modelo 2, mesmo para Ay = 0, as distribui¢cdes dos dois pulos ndo sdo iguais.
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Capitulo 7. Resultado das simulagées de difusdo quantica para um sistema de dois
qubits

A explicacdo pode ser encontrada nos histogramas da trajetéria para v = 0,5, na figura
7.5¢: ao contrario dos do modelo 1 (fig. 7.3c), no modelo 2 eles ndo sdo simétricos, e sim
tém um viés para a interacdo com o banho: monitorando o qubit 1, o seu respectivo histo-
grama tem uma viés para o 1, e portanto os jump-ups (vermelhos nos gréificos) acontecem
mais rdpido, enquanto que para o monitoramento do qubit 2, o seu respectivo histograma

tem um viés para o 0, e portanto os jump-downs acontecem mais rapido.
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3

Conclusao

Ao longo do presente trabalho, foram apresentado os resultados das simulacdes das traje-
térias sob dois protocolos de monitoramento de um sistema aberto. O sistema, composto
por dois qubits que interagiam por meio de uma Hamiltoniana que preservava a quanti-
dade de excitagdes, poderia se encontrar em trés niveis distintos de energia. Ele estava
conectado a dois banhos externos: o banho 1, que apenas emitia pacote de energia, e o ba-
nho 2, que apenas os absorvia, com parametros de acoplamento ; € 7y», respectivamente.

Dois modelos de acoplamento sistema-banhos foram estudados: no modelo 1, ambos
os banhos interagiam com um tnico qubit, mantendo o outro isolado; no modelo 2, cada
banho se acoplava a um dos qubits, fazendo com que a energia fluisse através do sistema.

Sob o primeiro protocolo de medi¢do, a deteccao direta de saltos quanticos (ca-
pitulo 5), a maior parte das medicdes retornava um resultado-nulo, indicando que nao
houve troca de energia entre o sistema e o ambiente, mas, com frequéncia baixa, a me-
dicao identificava (com 100% de acurédcia) que uma interacdo havia ocorrido e o qubit
correspondente era imediatamente colapsado ao autoestado do operador de medi¢ao. As-
sim, as trajetérias, quando plotadas na base dos autoestados da energia, eram compostas
por longos trechos continuos, constantes ou de oscilagdes senoidais (amortecidas ou nao),
interrompidos em alguns pontos por saltos descontinuos.

Analisando os graficos das trajetérias, pudemos identificar que a magnitude dos pa-
rametros de acoplamento com os banhos 7y e 7, estdo correlacionadas com a frequéncia
dos pulos (figura 5.3), e que a diferenca entre os dois influencia na ocupagdo esperada

dos qubits (figura 5.6). Uma propriedade interessante que foi observada comparando os
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Capitulo 8. Conclusio

dois modelos (representados na figura 5.2) € que, quando temos apenas uma excitagao no
sistema, o modelo 1 é degenerado, enquanto o modelo 2 ndo. Em particular, para v; = s,
esse estado degenerado € estavel. Isso porque no modelo 2 ha um “fluxo” de energia de
um qubit para o outro (visivel pela coeréncia ndo nula no estado nao condicionado, fi-
gura 5.10b), enquanto que, para o0 modelo 1, o qubit isolado dos banhos pode guardar
nele uma “memoria” mais longa dos pulos anteriores, tornado a evolucao do sistema um
processo ndo renovavel, o que € discutido a fundo na secdo 5.3. Essa degenerescéncia é
visivel até na evolucdo da entropia de von Neumann dos qubits, que pode oscilar de duas
maneiras distintas no modelo 1 (figura 5.14a), mas de apenas uma no modelo 2 (figura
5.14b). A degenerescéncia também impede de se poder comparar as seis distribuicdes
de tempo de espera (WTD) com os seus respectivos resultados esperados (figura 5.21),
precisando ser marginalizadas para que isso pudesse ser feito. Inclusive, em ambos os
modelos, com a comparacao dos valores esperados (calculados analiticamente por meio
da equagdo de Lindblad) e simulados das WTD (figuras 5.21 e 5.22), € possivel concluir
que as simulagdes convergem para as distribui¢cdes esperadas.

Em contraste, sob o segundo protocolo, o de medida difusiva (capitulo 7), toda me-
dida retornava (de forma ruidosa) a ocupacdo do qubit acoplado ao QPC. Isso fazia com
que, quando a magnitude da eficiéncia de medicdo £ era grande em relagdo aos demais
parametros, o qubit monitorado sofresse do efeito de Zeno quantico, e tendesse a per-
manecer colapsado no estado (reduzido) fundamental ou excitado, pulando de um para
o outro (figura 7.3c); contudo, se ¢ fosse pequeno, o estado rapidamente evoluia para
um estado proximo do maximamente misto (figuras 7.8 e 7.9), e rapidamente se tornava
impossivel distinguir os dois estados no histograma da marginaliza¢ao no tempo.

O qubit ndo monitorado, enquanto isso, possuia uma dindmica mais complexa: em
um primeiro momento, principalmente para s pequenos, quando o qubit monitorado
fazia um pulo, o ndo monitorado realizava o pulo oposto; mas, caso o qubit monitorado
permanecesse “preso” pelo efeito de Zeno quantico, o ndo monitorado tendia a decair
lentamente para o mesmo estado (uma andlise aprofundada desse comportamento € feita
nas secdes 7.2.1 e 7.3). Esse comportamento mais lento € altamente condicionado pela
diferenca entre os acoplamentos com os banhos (figuras 7.6 € 7.7).

Para acoplamentos muito fracos com os banhos, a evolugdo, para ambos os moni-
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Capitulo 8. Conclusio

toramentos € em ambos os modelos, tendem a se igualar a medida que a Hamiltoniana
interna e back-action do QPC dominam a evolugao (figuras 7.4 e 7.5). Uma consequéncia
particularmente interessante disso pode ser vista nas WTDs (figuras 7.21 e 7.22), onde a
sobreposicao de duas taxas de decaimento € claramente visivel: uma mais répida para os
pulos provocados pela Hamiltoniana interna quando hd apenas uma excitagao no sistema,
e uma mais lenta provocada pelo ganho e perda de energia para os banhos.

Como mencionado na introdu¢do (capitulo 1), nas ultimas décadas houve muito pro-
gresso no estudo de sistemas quanticos individuais [11]. Modelos como os apresentados
neste trabalho podem ser construidos tanto utilizando cavidades 6ticas [8, 47], quanto
com gds de elétrons em um cristal [42]. A aplicagdo mais famosa, atualmente, para siste-
mas quanticos individuais € a em computadores quanticos, mas, como ja mencionado, a
comunicacao e a constru¢do de sensores também sdo dreas com muito potencial.

Existem vdrias direcdes em que se pode avancar o trabalho aqui realizado. Em pri-
meiro lugar, pode-se acrescentar mais qubits ao sistema. Na referéncia [38], por exem-
plo, em um set-up semelhante ao modelo 2, a anisotropia no fluxo de calor apenas se
manifesta para trés ou mais qubits. Nada impede que também seja possivel encontrar
comportamentos mais complexos para sistemas de mais qubits no modelo 1. Outra pos-
sibilidade € incorporar feedback as simulagdes, de modo a estabilizar o estado do sistema
[17, 48] — método utilizado na criac@o de baterias quanticas, por exemplo [49]. Também
€ possivel adotar outras bases para as medi¢des, mudando o unravelling do sistema [50],
o que tem uma influéncia fundamental no comportamento das trajetérias (relembrar da
nota de rodapé 5 do capitulo 2). Por fim, também € uma possibilidade incorporar inte-
racdes ndo-Markovianas com os banhos, incluindo intera¢des ancila-ancila [33, 34], por

exemplo!.

! Agradeco ao prof. Francesco Ciccarello, da Universidade de Palermo, Itdlia, pela sugestdo das tdltimas
duas propostas.
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